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RESUMO

3.0

O método de clementos de contomo tem se mostrado um podenso
instrumento na andlise de diversos problemas de engenharia, As equaghies
diferenciais parciais nfo submetidas a uma transformagdo de modo a se
obler uma equagio integral no contorno do dominio, O método ¢ adequado
para problemas de Agua subterrinea e em geral apresenta vantagens na
simulagio compulacional de superficics livres, interfaces mdvels, dominio
infinito e problemas com singularidades.

Mo presente trabalho ¢ apresentada uma descrigdo da formulagiio
matemitica e de implementacio computacional. S50 tratados também os
casos de anisotropia, heterogeneldade e de contormos méveis, Por tiltimo é
apresentada uma anilise do movimento de interface entre dgua doce ¢ dgua
salgada no cazo de intrusdo marinha,

ABSTRACT

Boundary Element Method (BEM) have emerged as a powerful
tool for solving several kinds of problems. Using an integral formulation
instead of a differential one the domaln of calculation is reduced by one
and generally there is a great gain in efficiency. BEM is specially suitable
for moving boundary problems, case studies with infinite regions and
problems with point loads.

This work describes the boundary element method, and shows the
mathematical formulation and the computacional implementation, Several
cases are analysed such as anisotropy, heterogeneity and moving boundary
configurations, At the end a moving interface between fresh and salt waler
i5 presented for salt water intrusion analysis,
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INTRODUGAO

1. ELEMENTOS DE CONTORNO

0 métado de elementos de contoma (MEC) surgiv no fim da de-
cada de 70 ¢ tem-g2 mostrado um poderoso instrumento na analise de di-
versos problemas de engenharia. Aplica-se uma transformagdo sobre as
equagies diferenciais num dominio, de modo a se obter uma formulagio
integral no conloms do dominio,

Uma das vantagens do método sobre 0s outros processos consiste
na redugdo da quantidade de dados necessdrios para resolver o problema

em estudo, além de em geral apresentar uma melhor precisio numérica dos
resultados.

A melhoria da precisio dos resultados é particularmente impor-
tante quando s¢ necessita das derivadas das varidvels. Outros processos,
como MDF ¢ MEF, calculam de inicio s6 o valor das variiveis. Isto acarre-
ta um crre relativamente grands no cllculo das derivadas, engquanio que no
MEC ja se calcula diretamente o valor das varidveis e de suas derivadas.

O métods de clementos de contoma apresenta ainda vantagens na
simulacdo numérica de superficies livres, interfaces mbveis, dominio infi-
nite & problemas com singularidades.

Em se tratando de dgua sublerrinea, o mélodo de elementos de
contormo ¢ em geral muite adequado, No entanto, ndo ¢ eficiente no caso
do meio porose altamente heterogéneo, quando se loma necessario dividic
o dominio em virias sub-regities, perdendo-se a vantagem do método em
utilizar as cquagbes apenas no contorno da regifio de estudo,

2. FORMULAGAO MATEMATICA
0 escoamento de Agua sublerrdnea, como diversos ouiros proble-
mas de engenharia, ¢ descrito por equagdes diferenciais parciais aplicadas
o i determinada regido em estudo, O método de elementos de contormo
consiste basicamente em transformar esta equado diferencial parcial mima
Integral relacionada apenas ao contomo da regifo ¢ cm seguida se
i soluglo numérica desta equagio,

Considers-5e o equagio de Laplace :
Vo em ) M
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onde " & o conterna da regidio (T, + T, =T,

A integral no conteme equivalente a (1), obtida pela téenica dos
residucs ponderados ou pela segunda identidade de Green (Brebbia, 1978),
(Brebbia ed al,, 1984), (Brebbia e Dominguez, 1989), ¢ da forma:

¢'h! +th'dr=‘[h'qdr
r r 4

onde ¢' =&/ I, para o pento i no contorno T, 8 é o dngulo interno no ponto
1 & q =dhfon,

A fungiio h' ¢ a soluglio fundamental do problema, também cha-
mada de fungio de influencia (Gipson, 1987), ¢ matematicamente
cormesponde & nma funglio de Green. Em problemas de clasticidade a inter-
pretacio fisica de b ¢ relacionada ao deslocamento num ponto fonte no
grupe, devide 4 carga unitiria aplicada num ponto fonte. Semelhaniemente,
na leoria do potencial, corresponde a0 potencial num ponto campo devido
i uma fonte unitiria aplicada a um ponto fonte fixo,

Para problemas bidimensionais a solugio fundamental &;

Em geral, a equagio integral (4) ndo pode ser manipolado de wma
mais simples, Entdo, no MEC, o conterme ¢ discretizado cm virios
¢ a seguinte equagio é obtida. -Z';'

c'h' + i Ihq'd]‘=i Ih‘qdr

H o T
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A variagio de q ¢ h em cada elemento pode ser descrita usando
fungdes de interpolagdo, assumindo as incognitas cm alguns pontos no
conlomo, geralmente chamados nos.

Depois de aplicar as fungdes de interpolagio, equagiio (5) ¢ apli-
cada num mimero de pontos de colocagho igual a0 mimero de incognitas.

Um sistema de equagies & obiido:
Hh=Gq ()
A computagdo dos termos das matrizes H ¢ G serd mostrada a
sezuir, :
2.1 Fonles e sumidouros

Somente fontes ¢ sumidouros serfio considerados nesta subsegiio.
Para esic caso, o problema ¢ descrito pela equagio de Poisson

vih=d
onde d ¢ relacionado 4 intensidade e & posicio da fonte.

Aplicande uma formulagio de elemento de contomo como previ-
amente, obtéme-se

Hh=Gqg+D M
onde

p@)- Jaton € o .
¥

fual § ¢ o ponto de colocagdo. Para um ponto fonte, aplicado em um
U0 . pode-se usar a funglio delta de Dirac A(x, )

dix) = Py JACX, y)
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2.2 Pontos internos
A computacho do potencial nos pontos intemas pode ser descriln
pela equacio

hiEg) + j- hix)q” (&, x M (x) = I q(xh” (€, x I (x) o
r I

Para o caso de um ponte em ., o termo fonte ¢ adicionado para o
segundo membro de (%)

hig)+ Ih(xh "(E,x dM(x) = Iq (eh” (E x 0 Gx) + p(h” @,;
(10

A computagdo das derivadas dos potenciais em cada diregio x, pode ser
obida por

:‘.11(51} ‘[q{x ﬁ"%}ﬂﬂ_h(ﬂi.—i?eﬂxhﬁ)&%

(11}

3 DIECHETEA'I;EUD DO CONTORNO

Conforme explicado anteriormente, divide-se entio ¢ contorma em
pequencs segmentos (caso bidimensional) ou poligonos (caso
tridimensional) e o resultade da integral em [ serd o somatério das inte-
grais cm cada clemenio, Em problemas bidimensionais pedem ser utiliza-
dos elemenios constanies, lineares, quadriticos ou de ordem supenor. Cada
elemento ¢ formade por um on mais nds, de modo que as integrais da
equagio (3] tomam-ze fungbes dag incdgnitas dos nds j que formam cada
clemenio k,

3.1 Elementos constantes

A integragdo mais simples é obtida quando s¢ tem apenas um nd
eim cada elemento. Meste caso a incdgnita pode salr da integral. Assim, o
resultado da integral & um coeficiente que representa a influéncia do nd i
na segments j. Logo:

cih; = qur‘jﬁ - ZI‘,hJ- Hy (12)
o -

onde 1 & chamado ponto-Tonle ¢ o8 ponlos do segments | 550 ponlos-cam-
[H:S.

——

15




Aev, Aguas Subtemdnen o 10/Dez (56

nis

E |

e

elemento

Figura 1, Elementos Constantes

Colocando em forma de matriz ¢ incluindo o termo do 1* membro
na matriz H modificada da seguinie forma:

Hy = Hy para i # (13)
EH‘W y iﬁﬁ q (14)
J=1 J=1

RULGRET a3

De acordo cam o tipo de condigbes de contome, alguns nos apre-
sentam h conhiecido @ outros apresentam g conhecido. Transferinde-se os
termeos conhechdos par o segundo membro e delxando-se as incognitas no
primeiro, chegi-se o um sistema do tipo:

[ANX }=[F] (16)

14
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3.2 Elemento linear

Para problemas bidimensionais com dois nds por
‘80 uma fungio de interpolaco linear para h e q em cada el
mando de n uma coordenada adimensional com origem no centro

menio, a5 fungles de interpolagio sdo;
|
A =”£{|'”]
| A
f2=5(+n)

As fungdes h ¢ g em cada ponto do elemento tormam-se ;
hin)=f,h, +f;h,

1
q(n) =f,q, +f3q; g
Assim as integrais ao longo do clemento podem ser escritas como

Irhq dr = f el dr{hl} [1 _1}[:;}
J awar= [ne; ]1:1“{3;} =[dgﬁii}{:;}

Aplicands (19) na equagio (12} :

(19}

[ 1 i
¢;h; +_ZH|th IZGuqJ (200
= =l

| ﬁfmammmmm&mmMamw.

aos elementos adjacentes ao mesmo, assim como para a parcela G,
Em seguida repete-s¢ o mesmo procedimento da equagho (13) até
conforme wlilizado para elementos constantes,

As integrais podem ser calculadas numericamente wilizando por
a técnica de Ganss, cxceto para o segmento que corresponde sond

‘consideragho. Meste caso, aplica-se a propriedade scgundo a qual a
dos H para uma linha i ¢ igual a zero (Brebbia ot alli, 1984 ). Dai:
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" R @21

e os termos (r; pﬂdﬂhﬂ-ﬂm analiticamente pela formula -

_._—- mﬂ""&i h[—-ln(l) (21)

onde /;_y e I; sho os elementos adjacentes ao né |
(Brebbia et alli, 1984), o
. yiik
1Y

oty axapponialy ol oepio! o 2
elemento nbs

——
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3.3 Elemento quadratico

Algumas vezes ¢ preferivel usar clementos quadriticos, quanda
por exemplo o centoro tem forma curva, Geralmente, para o mesmo nivel
de precisio ¢ necessaric menos elementos de que quando se trabalha com
elementos linearas,

T

e

¥
elemento

Figura 3. Elementos Quadriticos

Fara yum problema bidimensional, pode-se usar as funciies de
interpolagio para os trés nos em fungio das coordenadas locais £ :

b1=58€ - 1)

1
93 =EEE~E_.+H (23)

¢'3 - (i “EII""E:-}

A carga hidriulica em algum ponto do elemento ¢ entfio expressa
por:
HE )= b1l +bahy +3hy (24)

€ @ integral ao longo do elemento j toma-se:
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a"

hy

‘['. n(@)q dr = [ [b,6,0, har{n, ok
h,

Para o cileulo da integral ¢ necessirio usar o jacobiano de ©, em
fungio de & Considerando-se

TTEY . -

X=X, +@%; +93%;
undl:i

17
¥=0Y, +91¥; +9:1¥3 &
LEm=5g |
dr =|Gldeg (28)
substitudndo (28) em (25 ;
Lh{i}q "dr = flhmq'lﬁdﬁe (29)
1

que pode ser integrada numericamente. A integral do termo em q € feita de
maneira analoga.

3.4 Pontos Internos

Quando se aplica o método de elementos de contomo, a0 5@ en-
contrar a solucdo de problema formulado e obiém os valores da carga
hidraulica ¢ de sua derivada nos nds do contormo.

S¢ ¢ do interessge calcular a carga hidrdulica ou sua derivada em
algum ponto intemo, aplica-se novamente o méodo, onde agora tode o
gonlomo ¢ conhecido e as incognitas estdo nos pontos intemos descjados,

3.5 Problema tridimensional

Brebbia & Dominguez (1989 @ Ligget & Liu (1983) apresentam
A manelm de realizar a Integragdo ao longo da drea dos elementos num
problema indimensional




- sobre o elemento, sendo as duas primeiras ao longo do elemento & a1l
- normal a ele.

i A diferencial de drea seri dada por ;
i;, a—r a—}
dr =21 x D lde de, = |G|z, d2, )5
'ﬁ] iﬂ_ I | l:ﬂ
onde 7 ¢ a distincia da origem do sistema cartesiano original x,y,z até o
glemento considerado,
s |
Gl = /g2 + 852 +84> el

Xy oy Oy O
ST E % &

_ 3y Oy %y Xy g
815, @, &, Ch i

Portanto as integrais a screm calculadas tém a segninte forma;

Jh"'E'l'GI'dF-i'dEl
I

,[h q" ol dg, - dg;

Iy

4.RECARGA E BOMBEAMENTO

Mo caso de recarga do agiiifero por infiltragdio de dguas pluviais, ¢
0 de dgua se di no contomo da regifio e, neste caso, a modelagen
emdtica ¢ feita simplesmente através de adequada condigio de conic
que inclua egse Muxo. O

i i |-.|\|-Ii-|ii| b
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Mo caso de bombeaments ou recarga afravés de pogos on drenos, 3
carga hidmiulica em todo o dominio sofre esta influéncia e o problema
malematicamente passa a ser descrito pela equacdo de Poisson:

?*h+,%,:ﬂ em 1 {29)
onde T ¢ a transmissividade do agiiifero ¢ o termo R corresponde 4 taxa de
extrgio ou recarga por unidade de volume (m*s' m*), no caso de proble-
i iridimensional, ou taxa por unidade de drea, no caso bidimensional
(m'/&'m’).

Greralmente considera-se que R ¢ positivo se dgua é adicionada e
negativo se dgua ¢ retirada do agqoifero,

Ao ser repetido o método de residuos ponderados ¢ inclusio de
solugdo fundamental, a cquacio fica acrescida de um termo:

c;h; +j‘h-q'dF+I%h'dﬂ= jq hdr
r [l I

A integral a0 longo de £2 nilo introduz nenhuma incégnita, jd que
BT ¢ uma fungio conhecida. De acords com o tipe de fungdo, a integral
pode ser resolvida analiticamente ou de forma numérica por discretizaciio
do domindo.

Mo caso de ndo se conscguir uma soluglo analifica para a
integragdo, o dominio & discretizado de uma forma semelhants a0 método
de elementos finitos. Em cada elemento a integral numérica ¢ aplicada ¢
no final é efemado o somatorio (Brebbia et al, 1984):

(30

R . mf R . \I .

|=h'dn=3] [ =n'ar 31

) o T j (31)
onde m ¢ o nimero de células.

Para o caso de fontes puntiformes, a inftegracio do termo da recarga
pode ser feita facilmente. Fontes puntiformes podem simbolizar uma
pxplotagio ou recarga numa diregio perpendicular a0 plano em estudo, no
ciso bidimensional (por exemplo, dreno perpendicular a uma secdo verti-
eal do agilifero on pogo em relagiio a um plano horizontal do agoifero).

A solucio ¢ oblida aplicando-ge a fungio delta de Dirac:

R R
',-[:{x,:,r,z,t:l=$.ﬁk
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R

7 h

R. £l S
I?h dr:Jﬂkh dn=
¥ Q

il ]"I; ¢ o valor da solugio fundamental no ponia k.

5, HETEROGENEIDADE E ANISOTROPIA
| A condutividade hidriulica pode ser expressa matematicamente
~ coma um tensor e pode variar ao longo dos eixos cartesianos:

K =K {'.-:,}',z

. Mo cago mais geral, o tensor da condutividade hidraulica apresen-
b nove componentes que 530 fungio da posigio do ponio no aqilifers. Mor-
malmente, para efeito pritico sfio feilas algumas simplificagdes que dio
resullado satisfatorio, principalmente levando-se em consideragio a difi-
culdade de obtengdo de dados de campo com grande precisiio.

O cazo mals simples consiste em admitir K constante, conforme
sto anteriormente. Em seguida sfo apresentadas algumas outras conside-
ngbes que procuram simular da melhor mansica possivel as condigdes reais.

5.1 Sub-regides
L Algumas vezes ¢ possivel considerar que, até deferminada pasi-
0, a condutividade hidraulica apresenta um valor constante diferente do

Meste caso, o problema pode ser dividido em sub-regifies, A equa-
3 ¢ aplicada a cada uma das regides separadamente e as matrizes obtidas
n combinadas ¢ condensadas usando as equaghes de compatibilizaghio da
irga hidriulica e de gradiente ao longo da interface:

h, =1 (33)
ch ch
K[a] : K(a] = (4

Ao ser feita a discretizagio dos contornos das regides, cada m,, |
numerado duas vezes, uma em cada regifio e as duas equagtes antes=
pres se aplicardo a cada no.
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Figura 4. Barragem zoncada.

A metodologia acima fol aplicada por Cabral, (1992) a uma bar-
ragem zoneada formada por trés sonas conforme representado na figura 4,
Az caracieristicas da barmgem sio semelhantes 4 barragem apresentada
por Bruch et al ,(1986), A tabela sbaixo compara os resultados mostrando
uma boa concorddncia.

T} |m|4," | Elemento B-Spline MEC (Bruch et al, 1987)
-|;-.u| ||I'I|"MM|NIW ffi elementos quadsiticos
nimero de nos 54 100
._|w !! 0,705 971
H, #0509 7.90
H, 5,403 548
I-I;'I 3. 146 3.]1_

1
5.2 Ortotropla
Primgiramente, pode-se efeluar uma rotagio no sistema de eixos
carlesianog, de 1al maneira que os eixos figuem paralelos ds diregdes de
orotropia. Meste caso as nove componentes da condutividade hidriulica se
reduzem apenas aos trés valores de diagonal K, K e K

24
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Alravés de uma transformag o de varidveis, pode ser

cao fundamental para esse caso;
i i ad
"mﬂ Ky Ky
. ]I("i—“}:+(?i—l')z+{=1'1)1
WY Ky K,

o caso tridimensional, e
el

T KK, "\ (36)
s me A

Koy ll’

(37}

o caso bidimensional.

O gradiente no conterno pode ser calculado como a norma dos
G 5 em cada diregiio:

ch :3!1
q=K, X 7 % +KF@"H+K (39
enso bidimensional sem incluir o tercelro termao.

nisotropla completa
Para o caso bidlmensional de anisotropia completa a equagio do

e #h &#h
Kyx =7 +2Kyy 520+ Ky 57 =0
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A solucho Mundamental &

T (41)

onde | K l & o determinante da matriz do tensor;
|H | =
£ & eXPresso por

(“ "‘} 3“1‘“]')'1‘3")+(1"I‘3’)2

_'lllc.'. Kk K

21

KoKyt K& (42)

43)
W

O Muxo normal ao contoma &

i
| i &h h £
.;|=L}=.'.ma+ E{ﬂg]n,; +[KI_.‘. E+K”c‘_i';.-h]n3" {44)

6 CONDIGOES DE CONTORNO

6.1 Carga hidréulica ou fluxo

Ma Formulag#o matematica do MEC, ao se realizar a transforma-
gio de uma equagio no dominio para wma equagdo no contorno, oblém-se
paﬂ cada nd do contormno duas iNCOENIEs ¢ APLNas UmMa equagdo, E ncoes-
sario especificar um dos valores, enquanto o outro fica como incognita a
ser calculada na solucio do problema. ;

Partanto no caso das condigdes de contorno de Dirichlet (carga
hidrdalica conhccida) ou Mewmann (fuxo conhecido) basta substituir o
vilor conhecido no local correspondente da matnz,

Mo caso de todo o comtorna apresentar condigies do tipo Mewmann
o problema fica indeterminado. E necessirio entiio especificar a carga hi-
drimlica de pelo menos um ponto para eliminar a indeterminagéo

6.2 Contorno semi-permedvel

Mo caso de contorno semi-permedvel, cxiste uma relaglo linear
entre o carga hidriulica ¢ o fluxo

qtah=b (45)

g6
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de o e b o pardmetros que dependem da condutividade hidranlica e

sura da camada semi-confinante, come também da carga hidriulica
lifere adjacente A citada camada

Substituindo o valor de q em cada nd onde ocorre contomo semi-
pedvel, observa-se que o termo b pode ir para o segundo membro e ser
nsado no vetor de termios independentes.

O termo ah € adicionado ao primeiro membro. Mo local corres-
¢ da matriz dos cocficientes das incdgnitas adiciona-se o valor de
iplicado pelos coeficientes de G:

{(H-Ga)h=Gb (44)

erface

Ko caso de problema com sub-=regifes, um trecho do contoma de
sub-regido ¢ formado pela interface com a owtra, Neste trecho, aplica-
Bquacdes de compatibilizagio da carga hidriulica e do gradiente:

h=h (47)
ch ch
Qn = _EL[E]] = Kz(al (48)

Mo caso de se trabalhar com elementos lincares e se usar nds du-
b8 cantos da regido, haverd uma superposicio de 4 nds no encontro
CE COM O GO0,

 Cuando a condicdo especificada no comome junto & interface é do
fudicnte conhecido, geralmente ndo hi problemas. Mo entanto, sea
o [or do tipo potencial (carga hidriulica) conhecido e tendo o gra-
LOIMD incognita, as equagbes correspondentes aos guatro nos coingl-
lormam-se linearmente dependentes ¢ o sistema de equages apre-
o wma singularidade. Cabral ¢ Wrobel (1985) eliminaram a sin-
e no caso de pomto de interface de uma cunha salina, impondo
da interface coincidentes com o contorno os valores da carga hi-
o iguil ao do contormo adjacente e do gradiente ignal a zero,

~ Bruch et alli (1986) realizaram um estudo detalhado dos casos de

Ao de interfaces, levande e confa o vetor-velocidade nos nds da
plla, para evitar problemas numéricos devido a mudangas bruscas
pio da velocidade.

nﬁ-;:?:
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7 PROBLEMA NAO PERMANENTE

Problémas de ezcoamento ndo permanente iém sido resalvidos por
transformada de Laplace, por discretizagiio em diferengas finitas no tem-
pa, por solugio lindamental dependente do tempo ou por reciprocidade
dual.

7.1 Transformada de Laplace

Aplicando-ze uma transformada de Laplace (Wrobel & Brebbia,
1981}, (Brebbia & Walker, 19800, & expressdo da carga hidriulica, a
dimensionalidade do problema € reduzida ¢ a formulagio toma-se inde-
pendente do tempo,

Depois de resolver este problema, € efetuada a transformagio In-
versa, que leva aos valores procurados da incdgnitas no tempo desejado.

Para aplicagio do método & importante ter idéia do provavel com-
portaments da solugdo (Wrobel & Brebbia, 1981) para fazer uma escolha
sdequada da funcdo a ser uiilizada,

Este método é pouce pritico, principalmente quands se tem vari-
apbecs complicadas das condigies de contoma em relagio ao tempo.

7.2 Discretizagdo no tempo por diferengas finitas

Considerando um meio homogénes e isolrdpico, a equacio do es-
coamento nfie permancnte num agilifero pode ser expressa por:

ch
K-E’Ih:ra em £ (49)

Chiermo em | pode ser aproximado por diferengas finitas da forma

h - h
E--ﬁh—" em §1 (500

iy &
pliciese i equaglio 10 na eq. (49). A solugdo fundamental (Wrobel &
rebbla 1. ik i nova equagio num problema bidimensional &

h'-—l"]'l[ . J 5
Ik O\Jk. At Gh

onde K, ¢ a funglio medificada de Bessel do segunda tipe de ordem zero.

28
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A cquagdo imcgral no contomao para este caso fica:

5 * | i ]
'.lll.l'l'!-l-"ulq |'||+ﬁ|dr=|.‘:j|'l. q|1£1d|-+mjh h!ﬂn tnj
r I i

Panindo-sc da condigio inicial para os valores obtidos para b
come condichio inicial para o8 “steps” seguinles ¢ assim sucessiva-

Em cada “slep” ¢ necessario fazer uma integracgiio ao longo de
4o 0 dominio L2 {eq. 520, S for wiilizado At constante, € possivel obler
nnica matriz que pode ser armazenada para 08 passos scguintes,

Adém dissn, & precizo que o8 "steps” de tempo sejam basiants pe-
ng, de modo a garantic a estabilidade e a convergéneia, Isso foma o
pas0 muito dispendioss em lermios de temps de processamenio.

CONTORNO MOVEL OU DESCONHECIDO

O método de elementos de contomo fem-se constituido um instme-
o eficiente ¢ de grande flexibilidade para simulagio numérica de pro-
1% o conlomos mdvels, Esse tpo de problema tem sido basicamen-
sOuisade em dois casos; no caso de agiliferos ndo-confinados, onde a
rficie livee pode varar de forma ¢ de posicio e no caso de intrusio
1, quando a interface de separagfio entre a 4gua doce ¢ a dgua salga-
de se deslocar,

Ezte tipo de enfoque pode ser aplicads tanio a0 caso permanents,
i forma ¢ a posigio da supedficie & desconhecida ¢ se procura determing-
LOMD 80 caso ransiente, em que se procura a nova posicio da superficie
de certo intervalo de tempa.

Posigéo da superficie no estado permanente

Liggett (1977} aprezeniou um procedimento iterativo para deter-
o840 da superficie livre que teve sua aplicagio bastante difundida em
s posteriores, com pequenas variagdes (Wrobel et alli, 1986, (Liu,
b and Adey, 1985). O procediments consiste nos sepuintes passos:

fecolher uma curva para a aproximagdo inicial da soperficie fredtica.
Esta curva ¢ uma linha de corrente ¢ a condiglio de contorno & de gra-

diente normal nulo (q=0).
Resolver o problema para calcular a carga hidrdulica,
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3, Comparar a corga hidedulica obtida com a elevagio do ponio. A carga

P
hidriulica h = I + # deve coincidir com a elevagio #, ji que na super-

ficie livre atua a pressio atmosférica (P .= 0). No caso de ndo coincl-
dir, caleula-se o desvio. Se esse desvio for inferior & uma tolerincia
especificada, a posicio de superficie & considerada satisfaldria o pode-
€ PAFAT 0 Processo,
4, Mo caso do desvio ser superior 4 folerfincia, comigir a posicdo pela
expressio (Broch et alli, 1987)
2=0h+(l-8)z, (53)
e reiniciar o processo, onde j é o nimero da iteragdo ¢ @ é um fator de
ponderagio (geralmente usa-se 8 = 0,5,
Liggett ¢ Lin (1983), ao invés de especificar fluxo nulo na super-

Mcie, especificam a carga hidrinlica igual i elevacio e caloulam o Muxo,
sefdo a correclo [eila por:

ik K- At ”ah]l {ah”"
FolphFil : i} s e
bt (B of ) o9

em que K ¢ a condutividade hidriulica, n € a porozidade, At ¢ wm “step” de
tempo {(pequens para cvitar problema de estabilidade) ¢ i ¢ o dngulo entre
a superficie livre ¢ a horizonial,

Bruch et alli (1987) mostraram que o valor do potencial (carga
hidrdulica) é de 10 a 20 vezes menos sensivel a variaghes da geometria do
contomo perto do ponto considerado do que o valer do gradiente. Sendo
assiim, A correqdio da equacdio (33) melhora significativaments a conver-
géncia ¢ a esiabilidade.

Cheanio ao critério de convergéneia a ser adotado no passa 3, pode
ger utilizado no caleulo o miximoe desvio relativo:

i .
Max; (&) = Hm|(zf )
udnah tolerfincia desgjada, o indice i refere-se & numeragio dos nas da

ey (55)

L i outra manedra de Hmitar o desvio & fedla ateavés da soma dos
quadrados dos desvios localizados

E=Z(zj-lf_1)] %0 (56)
1
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a 5. Superficie no regime permanente,

A figura 5 mostra uma aplicagio do calculo da superfi-
regime permanente, indicando a discretizagio utilizada.

sicao da superficie no caso transiente

0 procedimento ¢ semelhante ao anteriormente descrito, sendo
esquema proposio por Bruch, o gradiente nio ¢ mais nulo e pode ser

para cada “step” seguinte com uma simples manipulagio alge-
equagio (54) :

oh i (P11 | - 6| h'
' [EI] = (' -, a}xa;;:s[z;fm‘ B {HJ
(57)

lida para um sistema de eixos que tenha sofrido uma rotagio onde
o & o drigulo entre o Hovo gixo x e o antigo. Se ndo houver rotagio

A equagdo acima ¢ aplicada como condigfio de contorno ao siste-
uaplies e & felto processs inleralivo para ajuste do valor da posicio
esquema proposte por Liggett, csse ajustamento interativo ndo ¢

. para que nfdo surjam problemas de estabilidade deve-se usar
eno valor Al Chang (1986) apresentou um esquema para reduzir
ilidades a um valor médic para o gradiente no espago ¢ no tempo, 1




Aav, Agead Sebtambnaa nt L4iDas /08

N0 cnso de haver recarga uniformemente distribuida na superfl-
cie, a equagho ($4) passa 1 ser

SRR KA | (ch)" r@n] KAt :
K nms{ﬂ}[,dﬂﬂ 4(!--9{._ +n[3R +(1-8)R

(58)

& i forma equivalente da equagdo (57) pode ser obtida por simples procedi-
miento algebrica,

Mo caso de se usar o processs apreseniado por Liggelt para movi-
mento da superficie pode-se usar o critério empirico sugerido por Chang
{1986} para reduzir instabilidades ;

A 002H Ve (59

onde H ¢ & diferenga total de carga hidriulica e V__ & a major das veloci-
dades médias dos nos.

8.3 Interface dgua doce/ dgua salgada

O problema de intruzdo salina pode ser modelado de mancira bas-
tante satisfatdria pelo método de clementos de contomo, Kemblowsky (1987)
apresenton uma bea revisio biblisgrafica do assunia,

Cabral e Ciribo (1987} lizeram uma aplicagis do método para and-
lise da intrusiio marinha no agiifero Beberibe, aplicando um modelo
bidimensional vertical a um lengol do Upo semi-confinads, considerando
fases ndo-miscivels separadas por uma inferface. Para tal, foi analisado o
avangs da cunha salina em diferentes planos verticais ao longo da linha da
Cosla.

Em resums, num problema de intrusio salina, o meio poroso &
dividido em duas sub-regides, uma de dgua salgada ¢ uma de agua doce,
para a8 quais aplica-se a formulagio vista anteriormente sobre sub-regides
£ COnlomos maveis,

Mum aqiifers costeira, o escoamentd pode ser considerado
oriogonal i linha de costa, de modo que um modelo vertical Mdimensional
pode ser usado para analisar o problema da intrusfio marinha,

Em agjiliferos nio confinados, usnalmente a superficie fredtica in-
Lercepla o superficie do solo a uma certa altura distincia da linha da costa,
formando uma superficie de afloramento. Apesar de isto ndo ser importan-
1 e plguns problemaz, deve ser levado em consideracio para uma miode-
lagem mais realista (Detournay ¢ Strack, 1988).

3
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Ma interface sdio impostas condiges para combinar aml
ou scja, para cada nd da Interface entre a dgua doce e dgua s
intes condigbes 530 utilizadas;

X p

1=p,/p; p éa densidade ¢ o sub-escrito f e sfio relacionados a dgua
doce (fresh-water) ¢ dgua salgada,

Compatibilidade de fluxos, o que d4 (Liggen e Liu, 1983);

X
q!'=';""h

o= f, e 1 viscosidade dindmica.

Detournay e Strck {1988) desenvolveram uma técnica aproxima-
analitica wtilizando o método do hodbgrafo para andlise de introsfio
. Uma formulagfio do MEC foi aplicada a um dos problemas, no
a declividade da soperficie de afloramento ¢ de 30°. O problema fol :
e modificado tnmeando o dominio na profundidade v = -8 com

ideragdo de base impermedvel do aqiifero.

e Livee - Datournay & 5

g Seperiich Lim -Calemuy h 5
4555 [rilerfics - Datowrnay & Sirack
“ - B-Spline Bam

=60 -4y

POSIGAC HORIZONTAL

fi. Inlrusdo marinha
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Clutrns carcteristicas do agilifero sfio: condutividade hidraulica
K= 40 m/dia, Muxo iotal de agua doce por unidade de largura normal ao
plana de esconmento ) = 40 m/dia, densidade de dgua doce p, = 1000 Kg/
m', densidade da dgua salgada p_ = 1400 Kg/m? {similar & do Mar Morto),
declividade do Tundo do mar o, = 15°, A figura 6 mostra que as superficies
de afloramento ¢ de descarga obtidas pelas duas analises séo praticamente
Iguais, @ uma boa concordiincia também & obtida para a superficic fredtica
€ pira interface. No pé da interface ocorreu uma diferenga ligeiramente
malor devido a0 truncamento adotado  na profundidade de 8m.

9. COMENTARIOS FINAIS

A divisio em sub-regides descrita anteriormente também pode ser
aplicada quando o problema apresenta geometria complicada ou para evi-
lar problemas numéricos no caso de dominio longo e estreito.

Como loi previamente citado, no caso de um aqiifero extrema-
mente heterogéneo ¢ preferivel usar o método de elementos finitos, ji que
scria trabalhoso dividir a regifio em inimeras sub-regities.

No entanto, se delerminado agiiifero apresenta uma parte homo-
génea e outra com muitas heterogeneidades, ¢ possivel aplicar clementos
de contomo & esta parte major e acoplar um modelo em elementos finitos
para a regifio com muita heterogeneidade.

0 método de elementos de contormo apresenta um alto grau de
versatilidade ¢ de precisio, Mo enfanio, ¢ mais suscetivel a erros sc as
Lécnicas numéricas apropriadas ndo forem utilizadas,

Apesar de ja bastante consolidado em outros ramos de engenha-
ria, o método de elementos de contomo ainda & uma ferramenta relativa=
mente nova nas aplicagdies de dgua subterrinea, principalmente ne tocante
a transpone de massa por difusdo ¢ dispersio, transmissfio de calor, pro-
£e8508 cstocisticos ¢ outros, existindo muito campo para pesquisas nestes
lipos de aplicagics,

34
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