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Abstract: The Analytic Element Method (AEM) is used for modeling of groundwater flow in sedimentary media,
especially in the study of regional aquifers. By not requiring a domain discretization, the AEM presents an important
alternative to the finite difference (FDM) and finite element methods (FEM), traditionally applied to groundwater
flow. This paper presents the AEM with special emphasis on the concepts: linear superposition of solutions,
potential discharge and potential complex. A conceptual problem containing the main hydrogeological structures,
treated here as elements: well, river, lake and inhomogeneity is presented. A one-dimensional analysis with special
emphasis on the influence of each element in the final solution is developed. The linear system assemblage is also
discussed since it represents a main step in the computational implementation of the method, which can be executed
in a geographic information system (GIS) environment.

Keywords: Analytic Element Method. Groundwater. Regional Aquifer.

Resumo: O Método de Elementos Analiticos (AEM, acrdnimo em inglés) € utilizado para a modelagem de fluxo de
aguas subterraneas em meio sedimentar, sobretudo no estudo de aquiferos regionais. Por ndo precisar discretizar o
dominio analisado, o AEM firmou-se como importante alternativa aos métodos de diferencas finitas (MDF) e
elementos finitos (MEF), tradicionalmente aplicados ao problema de fluxo subterraneo. O presente artigo apresenta
0 AEM por meio de sua formulacdo béasica com especial destaque para os conceitos: superposicdo de solugdes
lineares; potencial de descarga e potencial complexo. E apresentado um problema conceitual contendo as principais
estruturas hidrogeoldgicas, tratadas aqui como elementos: pogo, rio, inomogeneidade e lago. Uma andlise
unidimensional é feita com especial énfase a influéncia de cada elemento na solucéo final apresentada. A montagem
do sistema linear final também € discutida em profundidade por compor a principal etapa para a implementacéo
computacional do método, que por sua vez pode ser efetivada em ambiente de sistemas de informacdes geogréficas
(SIG).

Palavras-Chave: Método de Elementos Analiticos. Agua Subterranea. Aquiferos regionais.

1 INTRODUCAO

Para a simulacdo do escoamento em aqui-
feros, os métodos numéricos tradicionais como o
Método de Diferengas Finitas (MDF) e de Elemen-
tos Finitos (MEF) discretizam a area estudada em
uma malha de pontos onde as cargas hidraulicas
serdo calculadas. Quanto maior o nimero de pon-
tos, maior o esforco computacional envolvido na
resolucdo do problema Em aquiferos regionais, 0s
métodos tradicionais (MDF ou MEF) requerem um
nimero muito elevando de pontos discretizados e
grande esforco computacional para obtengdo de
resultados nem sempre satisfatorios.

O Método de Elementos Analiticos
(AEM), por outro lado, trata os elementos hidroge-
ol6gicos que agem sobre o0 escoamento subterraneo
na forma de solugdes analiticas

individuais que sdo reunidas linearmente, pelo
principio da superposicdo, para compor a solucao
final em termos do potencial de descarga
(STRACK, 1989), que por sua vez é uma fungao
da carga hidraulica. Além disso, 0 AEM acolhe em
sua estrutura diferentes formas de resolucdo das
equacdes que regem o fluxo subterraneo, favore-
cendo a investigacdo cientifica dos conceitos fisi-
Ccos que envolvem o escoamento em meio poroso.
O forte embasamento fisico-matematico
torna 0 Método de Elementos Analiticos uma fer-
ramenta poderosa e promissora, sobretudo no trato
de aquiferos sedimentares regionais e grandes alu-
vides. No Brasil, Gomes (2002) aplicou 0 método
no estudo de aluvifes na regido do Cariri, estado
do Ceard. Wendland et al. (2004) e Batista (2006)
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aplicaram o método no estudo do fluxo subterraneo
no entorno da lagoa do Bonfim no estado no Rio
Grande do Norte. Franca Alencar (2008) fez con-
tribuicbes tedricas ao método e aprofundou sua
interacdo com Sistemas de InformacBes Geografi-
cas (SIG), tendo sua area de estudo também no
entorno da Lagoa do Bonfim — RN. Strack et al.
(2009) apresentam uma revisdo dos fundamentos
do Meétodo de Elementos Analiticos e princiapis
aplicacBes no contexto internacional.

Este trabalho introduz os conceitos basicos
do escoamento subterraneo e define as solugdes
analiticas dos principais elementos hidrogeol6gicos
(pogo, rio, inomogeneidade e lago circular) que
compbe 0 método — chamados de elementos anali-
ticos. A secdo 2 do artigo apresenta as equagdes
governantes do fluxo subterraneo em termos do
conceito de potencial de descarga e sua relacdo
com a carga hidréaulica. A secdo 3 aborda o princi-
pio fisico da superposi¢do, com destaque para um
exemplo de fluxo de aguas subterraneas. Na secdo
4, encontra-se a formulacdo das solugdes analiticas
dos elementos hidrogeol6gicos encontrados com
mais frequéncia no estudo do escoamento subter-
raneo.

Uma aplicagdo conceitual unidimensional,
na forma de um corte vertical em uma &rea conten-
do todos os elementos apresentados, é destacada na
secdo 5 com especial énfase na superposicdo das
solugbes individuais e a composicdo do sistema
linear final. Devido a sua importancia, a montagem
do sistema linear obtido pelo AEM é aprofundada
na secéo 6.

O desenvolvimento matematico apresenta-
do é baseado nas referéncias Bear (1972), Strack
(1989), Haitjema (1995) e Strack (2003).

2 EQUACC)ES GOVERNANTES DO FLUXO
SUBTERRANEO

A descarga (Q) em uma direcéo j pode ser
descrita pela integral do fluxo especifico ou velo-
cidade de Darcy (g) ao longo da espessura saturada
(h) do aquifero:

h
Q, =[q,dz (1)

Adotando as hip6teses de Dupuit-
Forchheimer (BEAR, 1972), (; nao varia ao

longo da espessura saturada do aquifero. De acordo
com a Figura 1, tem-se:

. Escoamento confinado, com espessura
molhada h=H:
Q, =Ha,; Q, =Hq, (2)

Introduzindo a definicdo de ¢, dada pela Lei de
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Darcy ¢, = —K§7¢ (BEAR, 1972), tem-se:
j

_Hl_-ko|__2°
oK

em que ¢ é a carga hidraulica e K, a condutividade
hidraulica do meio poroso considerado isotrépico e
homogéneo em regides bem definidas de mesma
condutividade hidraulica.

) Escoamento livre, com a espessura da ca-
mada saturada dada pela carga hidraulica h = ¢.
Qx = mx Qy = my (4)

Considerando novamente a Lei de Darcy, a descar-
ga sera dada por:

o8] _ o[k
Qx_q{ Kax} x| 2 |
o o[ Kg? | (3)
—d-KZL | ==
o=k F]--3 %

A partir das equacbes 3 e 5, define-se o
potencial de descarga (@) na forma da equagéo
(6) para aquifero confinado e (7) para aquifero
livre.

@ = KHg¢ +cte, (6)

2
@:K¢

+Cte, (7)

A descarga pode agora ser expressa em
termos do potencial de descarga, unificando as
formulacdes para aquiferos livre e confinado:

00 o . 0

Q=-"F V=77 (8)

O potencial de descarga @ é uma quanti-
dade abstrata que pode ser determinada a partir da
carga hidraulica ¢, conhecidas as caracteristicas

do aquifero (HAITJEMA, 1995). Além da unifica-
cdo da formulacdo e linearizacdo das equagdes
governantes, o uso do potencial de descarga encap-
sula variagOes da condutividade hidraulica, possi-
bilitando sua modelagem por partes (regides bem
definidas de mesma condutividade hidréulica).
Assumindo continuidade do potencial de
descarga na secdo de transi¢do entre as zonas con-
finada e livre do escoamento, Figura 1, as equages
(6) e (7) podem ser igualadas. Adotando-se

cte, =0 (STRACK, 1989) obtém-se:
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H - espessura do aquifero confinado; ¢ - carga
hidraulica.

Figura 1 — Transi¢do entre zona confinada e livre.
Figure 1 — Transition between confined and unconfined

zZone.

2.1 EQUACAO GERAL DE FLUXO

Para o caso de escoamento livre e conside-
rando a recarga N distribuida uniformemente sobre
a area do volume de controle e com a descarga
constante ao longo da diregdo vertical, a equagédo
da continuidade para a descarga pode ser escrita
para o plano xy:
ox oy

Introduzindo a definicdo do potencial de
descarga, equagdes (8) obtém-se:
o’d o'

> T =

OX oy

A equacdo (11) é a Equacdo de Poisson
para o potencial de descarga. Para o caso de néo
existir recarga transforma-se em:
o’d  o*d
aXZ ay2
que é a Equacdo de Laplace, aplicada ao potencial
de descarga. O método pode ser aplicado indistin-
tamente para escoamentos confinados ou livres,
considerando as equagdes (9).

(10)

-N (11)

=0

(12)

3 PRINCIPIO DA SUPERPOSICAO

O Método de Elementos Analiticos baseia-
se no Principio da Superposicdo, segundo o qual,
qualquer problema linear pode ser separado em
partes que séo resolvidas individualmente e poste-
riormente suas solucdes s@o combinadas na solu-
¢do final.
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3.1 EXEMPLO DA SUPERPOSICAO DO PO-
TENCIAL DE DESCARGA

Um exemplo de superposicdo é o caso do
escoamento livre unidimensional entre drenos na
presenca de recarga (BEAR, 1972). Para resolver o
problema, pode-se dividir a solugdo em dois casos
conceituais, 1 e Il. O caso | considera apenas o
escoamento devido aos drenos e o caso Il somente
devido a recarga.
I. Escoamento livre entre cargas constantes; o
problema fisico impfe que o gradiente hidraulico
seja varidvel e a superficie livre é descrita por uma
parabola, de acordo com a Figura 2. A solucdo em
termos de carga hidraulica (¢ ) é dada por:

¢9* = [ﬁ—;#jxwlz (13)
9 A
_1:_ - Pardbola
b
e — Y
i 0
: [ '
Figura 2 — Carga hidraulica para escoamento entre

drenos.
Figure 2 — Hydraulic head to flow between drains.

Desenvolvendo o problema em termos do
potencial de descarga (@), a solugdo para 0 caso

unidimensional da Equagio de Laplace V’@, =0
¢ dada por uma reta @, =ax+b. Aplicando as

condigdes de contorno @, =@, para X=0 e

@ =@, para x=L,, as constantes a e b séo

definidas e o potencial de descarga (Figura 3), para
o caso |, sera dado pela equacéo:

@ LX+ @, (14)

Laplace =

D, -
@L=—2L
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Figura 3 — Potencial de descarga para escoamento entre
drenos.
Figure 3 — Discharge potential to flow between drains.

I1. Escoamento devido a recarga: Para o caso I,
observa-se que a cargas hidraulicas nos drenos
(condicéo de contorno) sdo nulas. A distribui¢do de
carga hidraulica (Figura 4) é descrita por uma elip-
se de acordo com a equacao:

N NL
2 2
=——X"+—X 15
¢ K K (15)
N
z
Elipse
—_
Y z
- = .
! L |
Figura 4 — Carga hidraulica para escoamento devido a

recarga.
Figure 4 — Hydraulic head to distributed recharge.

Desenvolvendo o problema em termos do
potencial de descarga, 0 escoamento € descrito pela
Equagdo de Poisson V?@, =—N. A integragio
na direcédo x resulta em:

D, :—%x2+cx+d (16)

Aplicando a condicéo de contorno @, =0 para

x=0e para X =L, definindo as constantes c e d,
0 potencial de descarga (Figura 5) para o caso Il
sera dado pela equacdo:
N , NL
Dy =Dy =—— X" +—X
Poisson P 2 2
A solucdo final em temos do potencial de descarga

(17)
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(Figura 6) é dada pela soma algébrica (superposi-
¢do) das solugdes.
Q= +d,

L

ZParabo/a
P

(18)

-———

-
e R
d ®Poisson S \

/ \

Figura 5 — Potencial de descarga para escoamento
devido a recarga.
Figure 5 — Discharge potential to distributed recharge.

ot
] | - = == = _ZPordbola
| S _|a .
| ‘\\gReta N
@15 @, \\\‘;\,._
i o,
T

L

Figura 6 — Superposi¢do das solugdes dos casos | e 1l.
Figure 6 — Superposition of solutions.

Consequentemente
@z—%xz +(% ij+@l (19)

Lembrando que para o escoamento livre, a
relacdo entre o potencial de descarga e a carga

o K¢’ <
hidraulica é dada por @ = n a solucdo em
termos da carga hidraulica é obtida como:

N NL ¢ —¢?
2 2 2 1 2
=——X"+| —+—"= X+ 20
¢ K ( K [ ¢ (20

O gréfico da superficie livre é ilustrado
pela Figura 7, e descreve uma elipse conforme a
equacéo (20).
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Figura 7 — Solucéo final em termos da carga hidraulica.
Figure 7 — Hydraulic Head final solution.

4 FORMULACAO DOS PRINCIPAIS ELE-
MENTOS ANALITICOS

O AEM ¢ baseado na superposicdo de
solugbes analiticas das equacdes diferenciais que
governam o problema. Cada solugdo refere-se a um
elemento hidrogeoldgico com seus parametros e
graus de liberdade correspondentes. Na pratica,
cada elemento analitico satisfaz as condigdes de
contorno exigidas. A solucdo final é, entdo, cons-
truida pela soma dos efeitos de todos os elementos
envolvidos.

Os efeitos de cada solucdo analitica séo
computados em termos do potencial de descarga,
entretanto, as solugdes para a equagdo de Laplace
aparecem em pares, de forma a satisfazer as condi-
cOes de Cauchy — Riemann (SPIEGEL, 1972).

Nesses casos a fungdo conjugada ¥ repre-
senta as linhas de fluxo (ou de corrente) do escoa-
mento. Ambas (potencial de descarga e funcGes de
fluxo) podem ser representadas conjuntamente
pelo Potencial Complexo:
Qz)=D(z2)+1%¥(2) (21)

A adogdo desse potencial complexo viabi-
liza 0 uso da teoria das fungdes complexas e teoria
do potencial para a resolucdo de problemas de
escoamento subterraneo, além de possibilitar, no
mesmo célculo, o estudo simultdneo do potencial
de descarga e fungdes de fluxo.

4.1 PONTO DE EXTRACAO OU INJECAO

Seja W[L®T™] a taxa de extracdo ou injecao
de 4gua em um poco no aquifero. Tomando-se o
escoamento radial, define-se a descarga radial Q,
[L*T"] como vazdo por unidade de comprimento
de um circulo de raio r ao redor do ponto de inje-
cao/extracéo:

Q=

- (22)
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Em termos da lei de Darcy e do potencial

de descarga (8), define-se:
do
Q= dr

Igualando as expressdes (22) e (23) e inte-
grando, obtém-se:

(23)

W
do=|—dr 24
A equacdo analitica resulta em:
clizﬂlnr+czi0 (25)

2r
As linhas de fluxo radiais em termos de
coordenadas polares (@, r) serdo dadas por

(STRACK, 1989):
(26)

De acordo com a Figura 8, r =[z—z,],

onde z, é a coordenada do ponto de perda/ganho e
z ¢ um ponto qualquer, ambos no plano complexo.
Considerado a equagéo (25), o potencial complexo
em z sera:

_Q(z):Z\/—”In(z—zw)+cW (27)

em que C,, é uma constante. O ponto de inje-
cao/extracdo é singular em seu ponto de definigdo
z

w*

Lo /
\ﬁ’ 3z
7/

7 \
1 / y

1
(22

—>! e le—

1
\ Zy ’

Figura 8 — Ponto de extragdo ou injecao.
Figure 8 — Point source/sink

4.2 DIPOLO

E constituido de um ponto de extragdo e
outro de injecdo de mesma vazdo W e separados
por uma distancia §. O centro do dipolo é definido

como sendo o ponto médio z; = X, +1y, da linha

que separa os dois polos. A inclinagdo do eixo do
dipolo em relacéo a abscissa é definida como 4. O

potencial complexo em um ponto z é dado por:

Q(2) =zv—ﬂ{ln(z —(z, +ge‘ﬂ) ~In(z - (z, —ge‘ﬁ)}

(28)

Aguas Subterraneas (2013) 27(1): 110-124.
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Figura 9 — Dipolo.
Figure 9 — Dipole.

Por definicdo, a vazdo do dipolo ¢é
inversamente proporcional a distancia entre eles,
de forma que a multiplicacdo da vazdo pela
distancia seja um namero finito (s), mesmo que
infinitamente préximos, entdo:

lImMWo =
60
Conforme a relagio Az, = e".

Considerando a condicdo (29) temos o potencial
complexo:

In(z (2, + 2 ¢”)~In(z- (2, - > ¢")

Desenvolvendo o limite, encontra-se a
derivada da funcéo logaritmica, o que leva a equa-
¢ao (32), que é o potencial complexo para o dipolo.

ip
Q(z)z%{—%ln(z—zd )}

(31)
se”
2n(z—124)

Assim como o ponto de injecdo/extracdo,
o dipolo €& singular em seu ponto de definigéo z,.

Q(z)= (32)

4.3 LINHA DE INJECAO/EXTRACAO

Elementos lineares que extraem (ou acres-
centam) agua em um aquifero, como um rio ou
drenagem, sdo modelados por linhas de inje-
cdo/extracdo. Uma linha de injecdo/extracdo (Figu-
ra 10), de comprimento L, pode ser representada
por um conjunto de pontos de injecdo/extracdo
alinhados e distribuidos uniformemente entre os
pontos z; e z, .

Figura 10 — Linha de injecdo/extracdo, coordenadas
locais.
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(30)

o

Figure 10 — Line sink/source.

Considerando o namero de pontos de inje-
cao/extracdo infinitamente grande ao longo do
segmento de reta finito, com a taxa de vazdo finita,
0 potencial complexo em um ponto qualquer do
dominio, é dado pela soma dos efeitos de cada
ponto ao longo da linha, conforme a equagéo (27):

m W.
Q(z):zz—;rln(z—gj)

em que W; € a vazdo e ¢; a coordenada no plano

(33)

complexo do j-ésimo ponto de injecao/extracéo.
Pode-se escrever o somatério em funcdo de uma
taxa de extracdo/injecdo @ [L°T™L™"] ao longo da
linha, ou seja, cada W; seré distribuido em um tre-
cho Al , conforme a equaco:

c7=V£:>Wi = oAl (34)
Al

Considerando o sistema de coordenadas
locais, apresentado na Figura 11:

1 1
Z_E(ZZ-I_Zl) _(—5(22+zl)

Z=—2 T

(35)
1
E(Zz - 21)

1
E(Zz - 21)

Sobre a linha:

-1<Z<1 e -1<7 <1, —%sls%.

No limite, em que m—>o e Al 50, a
equacéo (33) pode ser reescrita como:
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'—,r\)\l—
r\)

2(z)= %In(z—g)dl (36)

Como dg =e“dl, podemos escrever a

equacdo em termos de uma integral complexa.
L

e J.In(z— )d¢

2
Substituindo as variaveis z e ¢ por suas

respectivas coordenadas locais, conforme as equa-

Q(z)_— (37)

¢Bes (35), transformacdo ilustrada na Figura 11,
obtém-se:
L
z)=Z e fln L, —2 )z -r)ld
o g\ f2 1 9

N -

(38)

Da definicdo d¢{ = %( z,—1z,)d/", como

A(z)= % L{ (Z+DIn(Z +1)- (2 -1)In(z -1)+ 2|n{(227_21)} —2)

A funcdo logaritmica ndo é definida em

x = 0. Entretanto lim(xInx)=0. Assim, as
Xx—0

expressdes (Z +1)In(Z+1) e (z-1)In(z-1) sdo
definidas nos extremos da linha possuindo valor
nulo (HAITJEMA, 1995).

4.4 LINHA DUPLA

A linha dupla é obtida pelo somatério de
infinitos dipolos orientados transversalmente ao
longo de uma reta finita - Figura 12. A formulagéo
para a linha dupla pode ser obtida a partir do
somatério do potencial complexo do dipolo.
Fazendo o nimero de dipolos sobre a linha crescer
infinitamente tem-se:

.Q(z)_llmz

m—oo

s
27r(2 i)
em queBé o angulo de orientacdo do dipolo.

Definindo 4 como a funcdo de distribuicdo do
esforco s sobre a linha, tem-se:

(42)

J (43)

S.
A :Z’I:sj = A,;4

O dipolo encontra-se orientado perpendicularmente
a linha de integracdo entéo:
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z, -2, = Le'", logo:

dg:%(zz—zl)dr:%dr:e‘“dg (39)
Entdo:

-9 l| 1 Z-r)ldr
)= L[N - )2
/_\

z z

4 |

Figura 11 — Transformacdo de coordenadas globais
para locais.
Figure 11 — Global and local coordinates.

Resolvendo a integral, com Z constante, e
aplicando os limites de integragdo, temos o poten-
cial complexo para a linha de injecao/extracdo
(STRACK, 1989):

(41)

. il a+— i
,B:a+%:e'ﬁ:e( 2j:ie"" (44)
Substituindo as variaveis e integrando

(42), ao longo da linha, obtém-se:
L

i 2 A(C)e
Q(Z):-J‘L(ﬂ (45)
27 2 27n(z2—¢)
2
Transformando d¢ = e'*dl
it 46
27 21(2-¢)
Con3|derando as coordenadas locais
ilustradas na Figura 11, tem-se:
=+l
i A
_Q( Z ) — I# (47)
2n(Z-17)
Introduzmdo a funcdo  complexa

A=A(Z), analitica para todo Z (com possivel
excecdo em pontos singulares) e real ao longo do
elemento, ou seja:

JI1=0;-1<X<LY =0 (48)
podemos reescrever o potencial complexo na
forma:

Aguas Subterraneas (2013) 27(1): 110-124.
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L1
0o HBp 2 DAY
27 Z+1 2« Z-T

-1

O integrando é analiticoem Z = 7. Isso
pode ser visto pela expansédo de A(Z) por Série
de Taylor em torno deZ = A. A integral de uma
funcdo analitica € analitica, o que significa que o
segundo termo de equacao (49) também € analitico
para todos os valores de Z para o qual A(Z) é
analitica. Representandos essa fungéo por p(Z),
0 potencial complexo para a linha dupla sera dado
por (STRACK, 1989):

MZ2), Z2-1 .
Az)= 2(i7z)ln2+1+'p(z) (50)
Como a integral é analitica, p(Z) ¢é

analitica e garante que o potencial complexo tende
a se anular no infinito. Adotando-se fungdes
polinomiais para aproximar A e, como no infinito

Z-1 1 1 1 -
—> -2 —+_—5+—%| 0 polindmio
Z 372° 57

In=—
de correcdo p devera ser de uma ordem menor

Z+1
que o polinbmio A, garantindo que o potencial @
tenha comportamento Z™* no infinito.

Figura 12 — Linha Dupla no plano complexo.
Figure 12 — Line Doublet.

5 EXEMPLO DE APLICACAO
A Figura 13 apresenta o problema concei-
tual, que contém os elementos hidrogeoldgicos:

Aguas Subterraneas (2013) 27(1): 110-124.

ponto de referéncia, pogo, rio, inomogeneidade
retangular e lagoa, dispostos ao longo do corte
AA’, que correponde ao €ixo X.
Os parametros fisicos e localizagdo dos
elementos hidrogeoldgicos sao dfinidos como:
e Ponto Referéncia: Localizacd0[L]: Xreferancia =
0; Carga Hidraulica[L]: ho= 100; Condutivida-
de Hidraulica[LT™]: Kpeio= 1,0
e Poco: Localizagio[L]: x,=4000; Vazao[L*T™]:
W = 1500
. Rio: Localizagd0o[L]: X:i,= 10000; Drenagem
especifica [L*T™]: o = 5,0; Comprimento do
rio[L]: L, =100
. Inomogeneidade: Localizagdo das bordas[L]:
x;=12000; x,=13000 ; Condutividade Hidrauli-
ca: Kinozl,ZKmeio
e Lago Circular: Localizagdo centro [L]:
X =17000; Raio[L]: R =500 ; Taxa de Recar-
ga[LT™]: N =7,5x10°
De acordo com o principio da superposi-
cdo, a variacdo do potencial de descarga devido a
cada elemento no exemplo pode ser analisada se-
paradamente.
Considerando que no ponto de referéncia é
nulaa influéncia do poco, do rio e do lago, tem-se:
e Para 0 pogo, o potencial de descarga € ex-
presso pela equagdo:

QD=9%{_(2}=\2N—ﬂln|z—zW|+CW (51)

A constante C,, é obtida impondo o potencial nulo
no ponto de referéncia.
C, = 1500 In|0—4000| =-1980.1

L=

2
Em um ponto qualquer ao longo do eixo X, 0 po-
tencial de descarga devido ao elemento poco con-
forme a Figura 14, seré dado por:

® = 238.7 In|x ~10000] - 1980.1

Para o rio, pela definicdo do logaritmo complexo

Z-1 Z-1 . .
In=—==In——-+i@=In|Z-1-InlZ g, -6
nZ+1 nz+1+| nZ -1-InZ +1+(6,-6,)i
(52)
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Ponto Trecho
de referencia De Rio

I_¢,

Barreira

inomogeneidade)
Lago
Circular

Figura 13 — Representacdo esquematica da aplicacéo.
Figure 13 — Example hydrogeological elements.

Potencial de Descarga
Poco
500
0 T
_ -500 ¢ 2 1 12i 14 1 1 20000
E
3 -1000
o -1500
-2000
-2500 .
Eixo X [L]

Figura 14 — Potencial de Descarga devido ao poco.

Figure 14 — Discharge Potential (well).

E necessario orientar o segmento de rio
(linha de extragdo/injecdo). Consideraremos como
parte positiva, o lado esquerdo ao percorrer o
segmento do ponto inicial para o final. Em
coordenadas locais, obtemos graficamente as

relacbes apresentadas na Figura 15. Observa-se
que . De acordo com a equacédo (41), o potencial
de descarga devido ao elemento trecho de rio é
dado por:

_ LD T > _qlsomk_
QD_SR{Q(Z)}_ML xm‘z+1+ve+|n\z quzan 2 )
6, ' 6,
; Y /AN A N
III 9 \\\\\\ \\\\\\ . /l/
/\0] + \\‘\/‘q? \’\(@/’l
1 - 1 X ™z

Figura 15 - Orientag8o de segmento de reta em coordenadas locais ao nos aproximarmos do segmento pelo

lado direito (-) e esquerdo (+).

Figure 15 — Definitions of angles and orientations. Right side (-) and Left side (+).
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Ao longo do eixo x o valor da coordenada
local Z seré:

» X =%R{z}=0
X—X
Z=- 0 —
L Y =iz} = 2K (54)
L
O potencial de descarga do elemento
trecho de rio ser& dado, conforme a Figura 16, por:
2
@ =308 ¥~10000, 1( 2590 j+ In —(—X 40000} ~1+58-4552,3
25 X —10000 50 (55)
Potencial de Descarga
Trechode Rio
0 : , ; ‘
1000 m\ 10000~ 15000 20000
E -2000
a -3000 \\ //
-4000 V
-5000 .
Eixo X [L]

Figura 16 — Potencial de Descarga devido ao rio.

Figure 16 — Discharge Potential (stream).

. Para a inomogeneidade, cada linha do
contorno serd& modelada por uma linha dupla,
sendo o potencial complexo dado pela equacédo

(50).
A Z-1 .
Q(Z)_ﬂlnz—ﬂﬂp(Z)

(56)
Considerando o esfor¢co A, referente a diferenca
do potencial de descarga no ponto imediatamente
externo e interno a inomogeneidade, como
constante ao longo de toda a borda do elemento, o
polindmio p de correcdo sera igual a zero. O
potencial de descarga é dado pela parte real do
potencial complexo (equacgéo 50), portanto:

=L

2r ®7)

<

77
R

.
!
!
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A inomogeneidade é um poligono fechado no
plano complexo. Ao percorrer o poligono no
sentido anti-horério, os eixos locais Y sempre terdo
sua parte positiva apontando para o interior do
poligono, de acordo com a Figura 17. Para pontos

internos, o poligono 6, +6,+6,+6, =27 e

para pontos externos, &, +6,+6;,+6,=0.

Tem-se:
A, =0 zeD™
Id 1 1eD’
= = B
. 0 zeD (58)
Ay =1 zeD
11 74 I —14
\ ya 7, ,"
\\\ 64 /,/ /,‘ eﬁ_a
f,x ‘9’9
]( \‘/.hj 03 B \\I ﬁ;
,*/‘?\ \ez\\\\
/l 92 s \\ \\‘\
2 3 2 = 3
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Figura 17 — Inomogeneidade retangular.
Figure 17 — Retangular inhomogeneity.

Como o esforco é constante ao longo da
borda da inomogeneidade, para pontos externos do
poligono o valor do potencial de descarga é nulo e
para pontos internos o valor é igual ao esforco

cD:;(91+92+93+€4):>d>:/1/1,d(z) (59)
T

O esforco A € determinado a partir das
condigdes de contorno ao longo da borda da
inomogeneidade. A carga hidraulica e a descarga
perpendicular a borda sdo continuas e o potencial
de descarga € descontinuo devido a mudanca de
condutividade hidraulica:

9 =¢

, (60)
Q=G
QK (61)
o K-
O valor do esforco ou salto sera:
zqu*—qb-zKK;K@- (62)

A expressdo acima indica que o salto é
proporcional ao valor do potencial de descarga na
parte imediatamente exterior a inomogeneidade.
Como o salto depende do valor do potencial
externo, acrescenta-se o potencial de referéncia.

A equacdo do potencial devido a
inomogeneidade seré:
D= A 0+ @, (63)
27

Ressalta-se que, caso seja considerado o potencial
de referéncia nulo (a semelhanca dos elementos
anteriores), a expressdo do salto também se
anulara, ndo evidenciando a influéncia da
inomogeneidade sobre a parte interna do poligono
gue a circunscreve.

Pelas equacdes (58), (59) e (63) para pontos
externos a inomogeneidade @ =@, , e para pontos

K"-K"~

internos @ = [T + 1]@0 , conforme Figura

18. No caso estudado:

@ =5000 p/ x<12000;0u;x >13000
@ =6000 p /12000 < x <13000
) Para o lago circular, no seu interior define-

se uma recarga constante N [LT]. O fluxo
subterraneo abaixo do disco (r < R) é governado
pela equagdo de Poisson, enquanto fora do disco (r
> R), a equacao governante é a de Laplace.

0<r<R V@ =-N

R<r<ow Vo =0
Integrando sobre o circulo de raio R e

(64)

definindo a funcdo G, como:
GLaQO:—%(rZ—RZ) 0<r<R

R2 r2 (65)
GLago:—Tln[—zj R<r<ow

Tem-se que o potencial de descarga pode ser
escrito como:
D = NGLago + CIago (66)

Sendo C,,, a constante de integracao determinada

tomando-se nulo o potencial no ponto de
referéncia. Para o caso estudado, aplicando a
equacdo (66) com o potencial de descarga nulo,
temos que C,,,=33059 e o potencial de

descarga, conforme a Figura 19, sera:

@ = -18x107|(17000 — x )* — 5007 |+ 3305,9 ; [x — 17000 | < 500 . Area interna ao lago.

(17000 — x)’

2,5x10°

@ =-62500 h{—} +3305,9 , |x — I7000| > 500 . Area externa ao lago.

120

Aguas Subterraneas (2013) 27(1): 110-124.



ALENCAR, M. F.; WENDLAND, E.C.
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Figura 18 — Potencial de Descarga devido a inomogeneidade.
Figure 18 — Potential discharge (inhomogeneity).
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Figura 19 — Potencial de Descarga devido ao lago circular.

Figure 19 — Discharge potential (circular lake).

A solucdo final em termos do potencial de
descarga é obtida pela superposi¢do dos gréficos,
ilustrada na Figura 20. Aplicando a relacdo (7)
obtém-se a variagdo da carga hidraulica, ilustrada
na Figura 21.

6 MONTAGEM DO SISTEMA COM ESFOR-
COS DESCONHECIDOS

Todos os elementos do exemplo desenvol-
vido na secdo anterior apresentam uma equacdo
linear para o potencial de descarga. A excegdo de
uma constante, o potencial de descarga resulta da

multiplicagdo de um esforco (&) por uma fungéo
de influéncia (A), dependente da geometria do
elemento e do ponto analisado, @ =&A(z), em

que:
& =W para pogos
& = o para trechos de rio
& = A para bordas de inomogeneidade
& =N para lagos
Nos casos em que o valor de & é conheci-

d?(z):%cbvm +§:§Dn(z)+c:%@Um(zHC:@(z)—Mi@Vm(z)

Aguas Subterraneas (2013) 27(1): 110-124.

do, a contribuicdo referente ao potencial de descar-
ga é facilmente calculada em qualquer ponto do
dominio (salvo em pontos singulares). Esses ele-
mentos sdo chamados de Elementos Tipo V.

Nos casos em que somente o potencial de
descarga no ponto de controle é conhecido, o efeito
individual (de cada elemento) naquele ponto é
indeterminado, uma vez que resulta da superposi-
cdo de todos os elementos — incluindo o proprio.
Esses elementos sdo chamados de Elementos Tipo
u.

Para determinar cada incégnita do modelo
é necessario definir um ponto de controle, onde o
potencial de descarga é conhecido. Para pocos,
devido a singularidade matematica em sua locacgéo,
adota-se um ponto suficientemente préximo, ge-
ralmente na borda do revestimento do poco. Para
trechos de rios e de inomogeneidades pode-se ado-
tar o ponto médio do segmento.

O potencial de descarga para um ponto
qualquer z, pode ser calculado como:

(67)
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Figura 20 — Superposicdo dos Potenciais de Descarga dos elementos.
Figure 20 — Superposition of solutions (Discharge potential).
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Figura 21 — Solucéo final (Carga Hidraulica).
Figure 21 — Final solution (hydraulic head).

A constante C é a soma de todas as
constantes dos elementos V e U. Evidentemente,
isso impde a necessidade de uma equacdo
adicional para que o sistema linear seja
determinado, dai a necessidade de imposicdo

Al(zl) AZ(Zl) AS(Zl) 1 51
A(z,) A(z,) A(z,) 1))S, |
A7) A(z3) A(z) L||& [
A(zy) A,(zp) A(z,) 1)|C

em que z;, z, e z3 S80 0S pontos de controle e z, € 0
ponto de referéncia.

No exemplo de aplicacdo, considerou-se
que as influéncias do poco, rio e lagoa eram nulas
no ponto de referéncia (as constantes foram
determinadas para satisfazer essa condicdo).
Somente a inomogeneidade foi responsavel pela
introdugdo do potencial no ponto de referéncia.

Com a montagem do sistema de equagdes
e a juncdo de todas as constantes em C, ndo €
necessario adotar essa condi¢cdo. A preocupacao
resume-se em locar adequadamente o ponto de

122

arbitraria de um ponto de referéncia.

Aplicando a equacéo (67) a cada ponto de
controle e para o ponto de referéncia, obtém-se um
sistema de Ng+1 equagdes lineares. Exemplificado
para Ng = 3:

M
¢1 - Z ¢vm ( Zy )
mNTl
¢2 - Z cDvm ( Z, )
i (68)
@3 - Z va ( Z3 )
ml\/Tl
Q)o - Z @vm ( Zy )
m=1
referéncia.

Os valores das fungdes A;(z;) sdo

determinados diretamente a partir das equacdes
demonstradas anteriormente, entretanto para o0s
elementos linha dupla (bordos da inomogeneidade)
€ necessario observar que para um ponto de

controle sobre a borda de inomogeneidade z;:
Kinomo — K
ﬂ/] — nonlz
meio
Introduzindo a equacéo (67):

i (69)
meio @j
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Kinamo ~ Ko [ % 3
R (z@vm(z,.nzabun(z,-)w] (70)
meio m=1 n=1
e desenvolvendo:
K e S 3
e IO X RO Gt
inomo meio =1 n=t

Dentre todos os elementos tipo U, existira
um para o qual n = j, ou seja, U, = 4,4,(z), O que

ﬂ,- Kmeio
'\ K K

inomo ~ "“meio

Lembrando que A;(z;)=1, conforme
equacao (58).

7 DISCUSSAO

O Método de Elementos Analiticos resgata
um arcabouco matematico dedicado ao problema
de fluxo subterrdneo, que teve sua importancia
minimizada a partir da popularizacdo dos métodos
numéricos como Diferengas Finitas e Elementos
Finitos.

Ao focar o desenvolvimento matematico
nas caracteristicas e elementos hidrogeoldgicos
gue influenciam o escoamento subterraneo, o AEM
permite uma investigacdo cientifica apurada e
focada na fisica do fendmeno.

O exemplo conceitual, o qual desenvolve a
formulagéo dos principais elementos analiticos ao
longo de um corte vertical, demonstra com sucesso
a viablidade da superposi¢do de solugdes em ter-
mos do potencial de descarga e a consequente ob-
tencdo de uma linha de carga hidréaulica adequada
ao modelo estudado.

Em linhas gerais, o desenvolvimento ma-
tematico dos elementos analiticos para aplicagdes
bidimensionais é similar ao apresentado aqui. En-
tretanto, existem variantes importantes, como por
exemplo: 0 uso de polindmios para representar 0s
saltos ao longo de cada elemento (aqui tratamos
esses saltos como constantes); e 0 surgimento de
elementos em cadeia, fechados (lagos poligonais)
ou abertos (trechos de rios). Outras técnicas como
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—Aj<z,->]:z“®vm<zj>+2”<bun<z,->+c )
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a sobrespecificacdo e superblocos (STRACK,
2003) possuem papel relevante na preciséo e efici-
éncia do método.

8 CONCLUSAO

A anélise unidimensional do fluxo subter-
raneo possibilita comprovar a viabilidade da técni-
ca da superposicdo de solugBes na construcdo da
linha de carga hidraulica.

O AEM mostra-se promissor como ferra-
menta de analise e construcdo de cenarios para
escoamento subterraneo, sobretudo em aquiferos
regionais, que devido as suas dimensdes exigem
uma carga computacional excessiva pela aborda-
gem de métodos numéricos como o0 MDF e MEF.
O AEM, portanto, apresenta-se como importante
alternativa para modelagem.

Para 0 Método de Elementos Analiticos
(AEM), a influéncia de cada elemento hidrogeolo-
gico sobre a solucdo é destacada e possibilita ao
pesquisador o uso de ferramentas matematicas que
estabelecem nexo direto entre a modelagem do
elemento hidrogeol6gico (elemento analitico) e seu
comportamento fisico.

Os aspectos do AEM apresentados colo-
cam o0 método como importante alternativa para a
modelagem de escoamento subterrdneo, ndo no
sentido de substituicdo dos métodos numéricos
mais tradicionais, mas de complementagdo devido
ao enfoque diferenciado dado ao problema.
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