METODOLOGIA NUMERICO-ANALITICA BIDIMENSIONAL PARA
TRANSPORTE DE CONTAMINANTE

Celme Torres Costa' & Marco Aurélio Holanda de Castro®

Resumo — A dinamica dos contaminantes em um sistema ¢ um problema de natureza transiente e
sdo traduzidos pelos modelos analiticos ou numéricos de transferéncia de massa. A modelagem e
simulagdo desses fendmenos sdo feitas através da solucdo de uma equagdo diferencial parcial. A
maioria dos problemas de transporte de contaminantes sdo resolvidos utilizando-se uma
metodologia numérica para os espaco (Elementos Finitos, Diferencas Finitas, Elementos de
Contorno) e o Método das Diferencas Finitas na discretizagdo do tempo. O problema com tal
metodologia é que, dependendo da relagdo entre o intervalo de tempo escolhido e o espacamento
entre os nds da malha pode ocorrer instabilidade e/ou oscilagdo numérica. Além disso, para
minimizar a propagacdo do erro de um intervalo de tempo para outro, esta relacdo deve ser
otimizada. Visando evitar tais problemas, este trabalho apresenta a formulagdo de uma metodologia
numérico-analitica bidimensional para problemas transiente de transporte de contaminantes:
numérica no que diz respeito ao espaco e analitica em relagdo ao tempo. A principal vantagem
desse tipo de solugdo em comparacao com a conhecida solugdo exclusivamente numérica ¢ que nao
ha necessidade de otimizar a relagdo entre o intervalo de tempo escolhido e o espagcamento entre os

nds da malha.

Abstract — Contaminant soil dynamics is a time dependent problem which may be modeled by
analytical and numerical mass transfer approaches. Simulating these phenomena results from a
solution of partial differential equation. Usually these problems are solved using a numerical
procedure for the space (Finite Element, Finite Difference and Boundary Element) and to deal with
time it is used a Finite Difference scheme (central, backward or forward difference). One possible
problem that may happen with the of this methodology is numerical oscillation and/or instability.
Besides in order to minimize error propagation from one time interval to another, the ratio between

the time interval and the grid space interval should be carefully chosen. In order to avoid these
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problems, this work presents a new numerical-analytical formulation to solve time dependent mass
transfer problems. The method proposed is numerical with respect to space and analytical in time. The

main advantage of this solution is that it in no longer requires an optimization of the ratio time-space.

Palavr as-Chave — transporte; métodos numéricos; contaminagao.

INTRODUCAO

O transporte de contaminantes considerando balango de massa e os principios de convecgado e
dispersdo para problemas de transporte de contaminantes em solos, agua subterranea e superficial
sdo descritos por equagdes diferenciais e tem gerado um grande nimero de trabalhos teodricos e
experimentais nesta area. Na maioria dos casos essas equagdes diferenciais sdo ndo-lineares,
necessitando de métodos numéricos para serem resolvidas. Dependendo da complexidade do
dominio e das condi¢des de contorno utilizadas essas equagdes diferenciais podem ser resolvidas
por solugdes analiticas, como no caso unidimensional, onde a equagdo de transporte de
contaminantes se reduz a uma equacdo diferencial linear. Vdarios estudos apresentam a solucao
analitica destes casos (van Genuchten e Alves, 1982, Ségol, 1993; Leij e Toride, 1995). Embora as
solucdes analiticas sejam obtidas para condigdes restritas, elas tém muitas aplicagdes, tais como a
validacao de programas computacionais, progndstico do transporte de contaminantes a longo termo
(tempo ou distancia), a andlise de sensibilidade e a determina¢do dos pardmetros da equacdo de
transporte de contaminante.

Algumas solugdes analiticas da equacdo de transporte de contaminantes para o caso
bidimensional e diferentes condi¢des iniciais € do contorno sao apresentadas nos trabalhos de Liu e
Soni (1998); Park e Zhan (2001) e Cleary (1978). No entanto, para dominios mais complexos, as
condi¢des iniciais e condi¢des de contorno sdo mais dificeis de serem obtidas e conseqiientemente
as solucdes analiticas ndo podem ser utilizadas. Nesses casos a equagdo de transporte de
contaminante ¢ resolvida por métodos numéricos. Os métodos numéricos mais utilizados para
resolver a equacdo de transporte para os casos 2D (bidimensional) e 3D (tridimensional) sdo os
métodos das diferencas finitas, elementos finitos, método das caracteristicas, elementos de contorno
e formulacdo de volume de controle. Existem trés problemas associados com os métodos numéricos
na solucdo da equacdo de transporte de contaminantes, sdo eles: oscilagdo numérica, dispersao
numérica e a limitagdo computacional. Por exemplo, quando o processo dominante no transporte de
contaminante ¢ a difusdo, como acontece para valores do nimero de Péclet muito grande, a

oscilagdo numérica e a dispersdo sdo maiores, gerando valores ndo condizentes com a realidade.
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Esses problemas dificultam a aplicacdo dos métodos numéricos na solu¢do da equagdo de transporte
de contaminante.

Para se ter confianga em um certo esquema numérico, no sentido da garantia de que a solucao
obtida representa uma aproximacdo razoavel da solugdo exata do problema matematico, ¢
necessario que o esquema utilizado apresente propriedades de consisténcia, convergéncia e
estabilidade. Essas propriedades sdo inerentes a solucdo e sdo fungdes dos erros envolvidos. A
consisténcia estd relacionada com a aproximac¢do do sistema continuo de equacdes por um sistema
discreto. Convergéncia ¢ a condi¢do em relacdo a qual a solu¢do do esquema aproximado tende para
a solucdo exata da equacdo diferencial, & medida que se diminuem os incrementos espacial e
temporal. E por fim, a estabilidade esta relacionada com o esquema de integracdo no tempo.
Quando um método numérico qualquer ¢ instavel, uma pequena perturbacdo, tal como um erro de
truncamento, tende a crescer na medida em que o processo computacional avanga no tempo. Na
maioria das vezes, essa amplificagdo ¢ de ordem exponencial e o erro cresce acima de limites
razoaveis apds um pequeno numero de passos do processo computacional.

Visando evitar tais problemas, este trabalho propde uma metodologia mista para os problemas
transientes: numérica no que diz respeito ao espago e analitica em relagdo ao tempo. A principal
vantagem desse tipo de solu¢do em comparagdo com a conhecida solugdo exclusivamente numérica
¢ que nao haveria necessidade de se otimizar a relagdo entre o intervalo de tempo escolhido e o

espagamento entre os nos da malha.

METODOL OGIA NUMERICO-ANALITICA
A forma bidimensional da equacdo do transporte de contaminante para fluxo uniforme de
agua subterranea ¢ dada por (Istok, 1989):

o(6C) _ 62(6C)+D 62(9C)_8(VXC)_8(pKdC)_M9C +pK,C)
ot okt Y oy? 0x ot ‘ (1)

Onde, 0 ¢ conteudo volumétrico de dgua no aqiiifero, C a concentragdo do contaminante
(fungdo do tempo), vy a velocidade real da 4gua na direcdo x, Dy e Dy sdo os coeficientes de dispersao
nas diregdes x e y respectivamente, p ¢ a densidade do meio poroso (aqiiifero), K4 ¢ a constante da
isoterma de Freundlich e A € o coeficiente de decaimento de primeira ordem do contaminante.

Quando se resolve um problema de transporte de contaminante através do método de

elementos finitos, a concentracdo (C) do contaminante em cada no, ¢ desconhecida. Assumindo

uma solugdo aproximada para C, C na forma:
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C@(x,y) =X Ni®C,
= (02)

Onde, c© ¢ a solucdo aproximada para a concentracao do contaminante dentro do elemento
e; Ni® sdo as fungdes de interpolacdo para cada no do elemento € e C; sdo as concentragdes
desconhecidas do contaminante de cada n6 do elemento.

Quando a solugdo aproximada ¢ substituida na equacdo (01), a equacdo diferencial ndo ¢
totalmente satisfeita e ocorre um erro ou residuo, em todos os pontos do dominio do problema. A

contribui¢do do elemento € para o residuo nond i é:

Ri® = [[ W9 (x, y){DX (ec<e>)+Dyay (6C)) — (VXC(e))

Al

—ﬁ(pch“)) —A (ec@ +pK4C© —ﬁ(ec@)j dxdy
ot ot 03)

Wi ¢ a fungdo de peso para o nd i e os limites da integragdo sdo escolhidos para representar o
volume do elemento. No método de Galerkin W;® = N;(©.

Assumindo que as propriedades do meio poroso e a velocidade aparente da agua subterranea
sdo constantes dentro do elemento (mas podem variar de um elemento para outro), a equagdo (03)

pode ser escrita como:

Ri® =—[[ N9 (x,y) D

2 (e) 2 (e)
(e) (e) 8 C ¢ D (e)e(e) 8 C N
I 8X2 y 2

~(e) . . .
_ p(e)Kd(e) aca _ x(e(e)c(e) + p(e)Kd(e)C(e)) _%(e(e)c(e)) dxdy
t (04)

0@ ¢ o conteudo volumétrico da 4gua no meio poroso dentro do elemento e e A é propriedade do

contaminante, ndo do meio poroso, sendo constante para todos os elementos.

O conteudo volumétrico 0 e a velocidade aparente da 4gua subterrnea v, pode ou nio
mudar com o tempo, por isso, duas formulagdes separadas da equagao (04) sdo possiveis.

E importante salientar que o caso de 4gua subterrinea ndo pode ser analisado com
formulagdes unidimensionais e os dados de um problema no estado permanente sdo sempre
utilizados como um dado de entrada dos problemas no estado transiente.

No fluxo de agua subterrdnea no estado permanente (meio saturado ou insaturado), o

conteudo de agua e a velocidade aparente sdo constantes para todos os passos de tempo. Eles sao
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constantes dentro do elemento, mas podem variar de um elemento para outro. Neste caso, a equacao

(04) se torna:

Ri® = [ Ni(e){D

Al©

(©
+ J{L N;

NIRGE

Al©

V (e) ac( :

Ox Y

245(e) A(e)
J®9@>5 Cz <®9@>56§ }dxdy

X

}dxdy

~(e)
(e)Kd(e) —8(;[ } dxdy

+ [N [xe@c(e) +pK O |axdy

Al

J'J' N1(°)|:9(e) 8(; :|dXdy
A©

(05)

Para o fluxo transiente, pode-se escrever a equacao (05) na forma matricial, combinando as

expressoes para cada n6 do elemento €

Rl(e) Cl

b

o
ot

+[a©]

(06)

Onde, [D(e)] ¢ a matriz de dispersdo-adveccao do elemento e [A(e)] ¢ a matriz de sor¢ao do

elemento.

[D®] ¢ definida como:
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) (e)
aNl 6N_1 aNl(e) 6N (e)
1) oy D (e)e(e) 0 .
[D(e)]: -”‘ : : X OX ox dxdy
. . 0 D (e)e(e) ON (e) ON (e
MA@ ON © 5N © y 1 n
n n 2x2 ay ay
L ox ay _ 2xn
nx2
_Nl(e)
(e) (e)
+ X(e) N, N, dxdy
A(c) 1x1 8X 8X
. 1xn
Nn(e)
- nxl B
Nl(e)
N [7\,(9(6) N pb(e)Kd(e))][Nl(e) N, © laxdy
A© 1x1 1xn
_Nn(e)_

sendo, A® ¢ a drea do elemento e,

(07)

A validade dessas equagdes pode ser conferida multiplicando as mesmas termo a termo e

comparando os resultados com as integrais na equacao (05). Se o fluxo de dgua subterrdnea ndo ¢

uniforme, os valores do coeficientes de dispersdo hidrodinamica sdo diferentes para as direcdes x e

y. Neste caso, a equagdo (07) torna-se:

(N NSO |
6;; 8; ©pe) ©p() aN—l(e) N,
[D (e)]: ” : : Dxx(e)e(e) ny(e)e(e> ax(e) 8X(e) dxdy
Al©) aNn(e) 8Nn(e) DyX 9 Dyy e aN—l aNn
A% P 2x2 ay
L nx3 B 2xn
NG NOT | oN,© oN, ©
: . Vx 0 aX aX
* : : @ | oN.© (o |dxdy
s 0 \Y% ON ON
A© N (e) N (e) y 1 n
n s n 2x2 8}/ ) 8}/
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‘Nl(e)
+I(j) [x(p<e>1<?<le>+e<e>)] [Nl“” e Nn(e)]dxdy
i x -
N.(e>
Tl (08)

Quando a formulacdo consistente ¢ utilizada para a derivada do tempo em uma solugdo

oC
aproximada Ot | a matriz de sorgdo do elemento ¢ definida como:
_Nl(e)
[A©]- I POk, @ 0@ NG L N, Jaxdy
v(© 1x1 1xn
N (e)
Conxl (09)
e
No caso de se utilizar a formulagio concentrada para Ot | a equagio (09) é modificada, sendo
dada por:
o o]
v©
[ A(e)]: (P, K, +0©)
n
nxn (10)

onde A® ¢ o volume do elemento €, e n é o nimero de nés. A formulagio concentragdo, chamada

de “lumped formulation”, ¢ uma formulagdo que impde mais rigidez ao sistema

A matriz de dispersao-advecgao global [D] e a matriz de sor¢ao global [A] podem ser obtidas
combinando as matrizes de cada um dos elementos numa malha, levando em considera¢ao a

conectividade dos nds da malha..

m
[D] =3 [D]
global -1 expandido

pxp nxn ( 1 1 )

m
[A]l =2 [A“)]
global =] expandido

pXp nxn ( 1 2)

onde m é o numero de elementos e p é o numero de no6s da malha.
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A formulagdo residual (de peso) para a equacao de transporte de contaminante se torna:

c o,
: ot
[D]3 .+ [A]S . = {F}
global global global
C, Gy
ot (13)

Se definindo-se os dois vetores {C} e {C}

o,
C, ot
Ci=
c}- ¢
. oc,
p ot (14)
A equacdo (13) pode ser escrita como:
[A]{C}+ [DI{C}= (F}
global global global (1 5)

A equagdo (15) ¢ um sistema de equacdes diferenciais ordinarias, com solucdo para valores de
oC
C e Ot a cada n6 na malha de elementos finitos, a cada tempo. Esta equagdo pode ser resolvida
usando o método de diferengas finitas.

Considerando um modelo tedrico bidimensional sujeito a uma concentragdo inicial C, meio
poroso homogéneo, isotropico e saturado, fluxo constante, o contaminante move-se com a agua
subterranea por advecgao e nao sofre nenhum processo de reacdo quimica com a matriz porosa e/ou
decaimento e o contorno ¢ impermeével. Para este caso os pardmetros relativos ao coeficiente de
distribuicdo (K4) e decaimento (1) sdo considerados iguais a zero. A equacdo diferencial que rege o
problema no seu estado transiente ¢ dada por:

2 2
o(6C) D, 0°(06C) +D 07(0C) a(v,C)
ot ox> Y 6y2 Ox

(16)

onde D ¢ o coeficiente de dispersdo e vy € a velocidade da 4gua no meio poroso.
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O primeiro passo para solu¢do do problema ¢ a aplicacdo de uma metodologia numérica para
tratamento da variavel espacial x discretizagdo do espaco em uma malha de elementos finitos. O
dominio ¢ dividido em elementos unidimensionais lineares conforme a Figura 1. Usando a
metodologia de Galerkin e uma formulagdo concentrada para as matrizes de dispersdo e sor¢ao
chegaremos a um sistema de equacdes diferenciais ordinarias do tipo:

*M+ * )b =137 (t
5] - b fewi=1 o) (17)

[S*] é a chamada matriz de sor¢ao global; [D*] ¢ a chamada matriz de dispersdo global; {C(t)} ¢ o
vetor que contém o valor da concentragdo do contaminante nos nds da malha e {f*(t)} ¢ conhecido
como o vetor de carga nodal, o qual contém as condi¢cdes de contorno referentes a derivada da
variavel dependente (contaminante) nos nés da malha, as quais podem também ser funcdo do
tempo. As matrizes de dispersao e sor¢do globais sdo obtidas a partir das matrizes dos elementos

levando em consideracao a conectividade dos nos.

C 3/ C (mg)
w1 %
/4 4/

12 L

5

Figura 01 — Discretizagdo do dominio utilizando o Método dos Elementos Finitos.

E importante notar que a partir deste ponto, quando se utiliza a formulagio numérica
tradicional, o passo seguinte seria usar o Método das Diferengas Finitas em relagdo ao tempo. Neste
caso ¢ preciso discretizar também a varidvel tempo, escolher entre os diversos esquemas de solucao
passo a passo e finalmente determinar o valor da varidvel C (concentra¢do) a cada intervalo de
tempo. Conforme ja mencionado, o principal problema desta forma de solugdo ¢ que, dependendo
passo de tempo adotado e da relagdo Ax/At utilizada, o procedimento computacional pode gerar

instabilidade e/ou oscilagao numérica.
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A
C(t) Solugdo Solugdo Solugdo Solugdo
Numérica Exata C(t) Numérica Exata
L Ly [ Ly
ATATATA ATATA TATY
Figura 02- Oscilagdo numérica’ Figura 03 — Instabilidade numérica'

Na verdade, quando se faz a discretizacdo do tempo adotando um esquema de Diferengas
Finitas, a solu¢do estd sendo “linearizada”, quando a solucdo real, em alguns casos, pode ser
fortemente ndo-linear, fato que pode levar a erros consideraveis.

Visando eliminar a adogdo da discretizacdo do tempo, tendo em vista os motivos acima
descritos, a partir deste ponto ¢ apresentado o equacionamento de uma metodologia analitica para o
tratamento da variavel tempo.

Para o caso bidimensional descrito anteriormente, as matrizes de dispersdo [D°] e sor¢do [S°]

dos elementos sao dadas por:

[D(e)]zD@ 1 -1 +V§f> -1 1
nxn L(e) _1 1 Ze(e) —1 1

0 (18)
[s<e>]:[p£e)K%1] L(e{l O}zﬁ{l 0}
©) 210 1 210 1
/“( (19)

© & a matriz de sorcdo do elemento. Como

Onde D ¢ a matriz de dispersdo do elemento e S
o meio ¢ homogéneo e isotrdpico os valores dos coeficientes de dispersdao hidrodindmica na direcao
x ey sdo iguais (D= Dy), aqui assumido como D;..

A solugdo de qualquer equacdo diferencial dependente do tempo (transiente) requer a
especificagdo das condigdes na fronteira do sistema estudado, as condi¢des de contorno, e as
condig¢des de inicio do processo fisico, as condigdes iniciais. A defini¢do precisa das condigdes de
contorno e inicial ¢ a parte mais importante para o processo de modelagem do transporte de
contaminantes e escoamento de dguas subterraneas.

A condigdo inicial para o transporte de contaminantes ¢ utilizada para especificar a

concentragcdo do contaminante, C, no sistema, no instante que o modelo de simulacao inicia, isto &,

! Fonte: CASTRO (1997)
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emt = 0, ¢ sio dadas por C(x,0)=0

C(x.0)=C, (x)

usada como condi¢do inicial para sistemas ainda nao

contaminados ou para sistemas que possuem alguma contaminagao.

O vetor {C(t)}«~o contém os valores das concentragdes para o tempo inicial, sendo, portanto a
condicdo inicial do problema. O vetor {C(t)} traz os valores da concentragcdo nos nés da malha.

Na Figura 01 a concentragdo no nd 2 e 3 ¢ a concentragado inicial (C) aplicada ao sistema,
sendo portanto uma concentragao conhecida e as concentragdes nos demais nds sdo desconhecidas.

Considerando apenas os nos com concentragdes desconhecidas do dominio discretizado, o
sistema pode ser escrito da seguinte forma:

SICOL ol - o)
dt (20)

Onde [S] e [D] sao matrizes n X n (no caso da Figura 01 n=14).

A equacgdo (20) pode ser reescrita da seguinte forma:

dCO}_ o1 plicwl+ s o)

dt 21)
HCO! _ [aYcwl+ IFo)
dt (22)
onde,
[A]l=-sI'[D] . {Fol=[sI" o) (23)

e a solucdo equacao (21) ¢ dada por:

{C(t}=e™M{c},_, +e! t.[e *{F(s)}d
0 (24)

. . Alt & . . N .
onde a matriz exponencial e/™' ¢ conhecida como matriz de transferéncia. Esta matriz, de

fundamental importancia para a metodologia, pode ser determinada explicitamente (Castro 1997):

elAl = ao[I]*al[A]JFaz[A]z Tetag [A]n-l (25)

onde os coeficientes ay, a; € a, podem ser determinados usando-se o fato de que os autovalores de
[A] também satisfazem a equagdo (20), desta maneira ndés podemos formar o seguinte sistema de

equacoes:
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eM' =a, +ah .. +a

Mt _
" =a_ +a;A, +...F a4,

dont _
e =a +a A, +...+a A

(26)

Onde, A;, A e A, s30 os autovalores da matriz [A].

Usando a equagdo (17) e resolvendo o sistema para a,, a; € a,, teremos um sistema de
equacdes em funcdo dos autovalores da matriz [A]. Fazendo uso da equagdo (26) ¢ possivel
determinar explicitamente a matriz de transferéncia. E importante notar que {C}«o corresponde as
condi¢des iniciais para os nds de concentragdes desconhecidas. Admitindo que o sistema estd
inicialmente livre de contaminagdo os valores sdo considerados iguais a zero. Através do uso da
equacdo (24), a solucao {C(t)} (transiente e permanente) ¢ completamente determinada para cada

n6 do dominio.

CONSIDERACOESFINAIS

E oportuno comparar os resultados obtidos através do uso da metodologia Numérico-Analitica
proposta neste estudo com os resultados obtidos através do uso da metodologia de Diferengas
Finitas para a variavel tempo. Isso ira possibilitar a andlise das possiveis diferengas nos resultados
entre os dois métodos. Os trabalhos de CASTRO(1997) e CASTRO (1998) mostram a aplicacao
desta metodologia para solugdo de problemas transientes de percolacdo de d4gua em uma coluna de
solo composta por trés tipos de solo. Ele apresentou a existéncia de uma diferenca consideravel na
aplicacdo da metodologia numérico-analitica e o método das diferencas finitas. No caso do método
das diferencas finitas, quando reduzimos o intervalo de tempo At visando alcangar resultados mais
precisos dois aspectos devem ser considerados: (i) A reducdao de At implica em mais iteragoes,
podendo gerar acumulacdo de erros computacionais; (i1) sem conhecer a solugdo analitica (exata),
nao ha possibilidade de se saber o erro que se esta cometendo ao se adotar um determinado At.

O M¢étodo Numérico-Analitico (MNA) ¢ uma nova metodologia proposta para determinagao
bidimensional do transporte de contaminantes. A validacdo da metodologia pode ser demonstrada
através da comparag@o com o Método dos Elementos Finitos e com a Solugdo Analitica da equacao
de transporte de contaminantes. A metodologia Numérico-Analitica aqui proposta associa a

versatilidade dos métodos numéricos tradicionais de acomodar condi¢des de contorno com
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geometrias de dominios complexos, meios heterogéneos e anisotropicos com a garantia de

convergéncia e estabilidade das solu¢cdes normalmente encontrada nos métodos analiticos.
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