MODELAGEM MATEMATICA COMPUTACIONAL PELO METODO DOS
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Resumo - O Método dos Elementos de Contorno aplicado a um meio homogéneo transforma a
equacdo diferencial que rege o fendbmeno numa equacdo Integral de contorno.A discretizacdo
geométrica e as aproximagdes funcionais sdo feitas apenas no contorno da regido, ao contrério do
gue ocorre nos métodos de dominio onde todo o dominio deve ser discretizado (mesmo gquando o
meio € homogéneo).No caso de regides compostas de sub-regides homogéneas, aplica-se 0 método
dos elementos de contorno a cada sub-regido homogénea.A técnica de sub-regides resolve o
problema de valor de contorno impondo condi¢bes de compatibilidade entre as diversas sub-regides
nas interfaces (mesmo potencia e fluxos normais opostos). O presente trabal ho apresenta uma nova
forma de implementacdo computacional do Método dos Elementos de Contorno para a solugdo da
equacao de Laplace em meios setorialmente homogéneos utilizando a técnica da Sub-Regides com
elementos constantes.O problema € organizado usando os seguintes objetos. sub-regides, arcos,
elementos e nés. Os coeficientes de influéncia das matrizes G e H sao gerados por colunas e essas
sd0 diretamente posicionadas na matriz A dos sistema ou acumulados no vetor de termos
independentes S&o apresentados resultados para varias simulagdes que demonstram a nova maneira

de discretizacéo e resultados obtidos.

Abstract - The Boundary Element Method when apllied to the homogeneous mean transforms the
differential equation that governs the phenomenon in a of Boundary Integral Equation. The
geometric discretized and functional approaches is made just in boundary the region, unlike than it
happens in domain methods where the whole domain should be discretezed (same when the mean is
homogeneous). In case regions composed of homogeneous sub-areas, the boundary element mehod
is apllied to each homogeneous sub-area . The sub-areas technical solves the problem of boundary
value imposing compatibility conditions among the several sub-areas in the interfaces (same

potential and opposed normal flows).
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The present work presents the new form of computational implementation of the Boundary Element
Method to the of Laplace equation solution in partiality homogeneous means using the technique
of the Sub-areas with constants elements. The problem is organized using the following objects:
sub-areas, arches, elements and nodes. The coefficients of influence of the G and H matrixes are
generated by columns and those are positioned directly in of the system matrix or accumulated in
the vector of independent terms. They are presented results goes several simulations that

demonstrate the new discretized way and obtained results.

Palavras-Chave - Elementos de Contorno, Sub-regides, Percolacdo .

INTRODUCAO

A técnica da Sub-Regido consiste em se discretizar 0 contorno de cada regido separadamente, e
sua interface a partir das condigdes de continuidade e equilibrio. No caso de regides compostas de sub-
regioes homogénesas, aplica-se 0 método dos elementos de contorno a cada sub-regido homogénea. A
técnica de sub-regides resolve o problema de valor de contorno impondo condigdes de compatibilidade
entre as diversas sub-regides nas interfaces (mesmo potencia e fluxos normais opostos).

O presente trabalho apresenta uma nova forma de implementacdo computacional do Método
dos Elementos de Contorno para a solucdo da equacdo de Laplace em meios setoriamente
homogéneos utilizando a técnica da Sub-Regifes com elementos constantes.

Uma estratégia de orientagcdo a objetos € utilizada na decomposi¢cdo do dominio do fluxo. O
problema € organizado usando os seguintes objetos. sub-regifes, arcos, elementos e nés. As
aproximagdes geométricas e das funcdes (discretizacdo em elementos de contorno) sdo feitas para
cada arco (gque possui como propriedades seu numero de identificacdo global e o nimero total de
elementos no arco). Cada sub-regido é definida a partir dos arcos orientados que definem o seu
contorno.Os arcos por sua vez, sdo definidos e identificados global mente.

Desenvolvemos um Programa em linguagem FORTRAN aglutinando todas essas inovacoes,
gue mantém um aparente estreitamento com o Método dos Elementos Finitos, possibilitando

simular fluxos em meios porosos.

EQUACAO GOVERNANTE
A equacdo que governa o fendmeno de percolagcdo de agua em meios porosos em regime
permanente é dada pela equacdo de Laplace:
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D

METODOSNUMERICOS

Equacao integral de Contorno

A solucdo da equacdo de Laplace num dominio €2 equagdo (1), submetido a condicbes de
contorno simples do tipo:

u(x) = u(x) em 1o

)

3

€ dada pela equacéo integral de contorno na forma de Equacdo (4) a qua permite calcular as

incognitas U e P no contorno.

() u¢)= [ P u (& x)d7 - Jux) p'(&x)dr(x) (4

O valor do potencial em um ponto interno S pode ser calculado aplicando-se a Equacdo (5)

desde que os valores das incdgnitas no contorno U e P sejam conhecidos.

U(E) =~ uX) ' (&)d T (x)+ [ POU (£ X)d 7(X) )

As velocidades nos pontos internos nas diregdes dos eixos x e y podem ser obtidas a partir da

lel de Darcy, e escreve-se como

q, - —K( [ o002 EX) gy ju(x)MdF(X)J

aE.ax r a&x (6)
ou'(&x) 0p (&)
q, = —KU p(x)——2=2dl —Iu(x)—dl“(x)]
% T % ¢
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M étodos dos Elementos de Contor no aplicado a Sub-Regides

Caso o fluxo se processe em um meio que é homogéneo apenas por partes, a formulacdo
matematica descrita anteriormente na seccao retro pode ser aplicada a cada sub-regido homogénea
como se ela fosse independente das demais.

Para cada sub-regi&o pode-se calcular os coeficientes de influéncia H;; e G; e montar um
sistema de equagoes.

E importante observar que a solu¢iio para cada sub-regido porém, ndo pode ser obtida
isoladamente, uma vez que, nas interfaces, tanto u quanto p sdo desconhecidos e portanto
incognitas. Ao se introduzir duas relacBes extras por né de interface permite levantar a
indeterminacéo dos sistemas; estas relagbes sdo denominadas de condicdo de compatibilidade e
condicdo de equilibrio e levam a um sistema de equacfes para toda a regido que, ao invés de ser
chelo, passa a ser blocado.

Para se ter uma nog3o deste processo , considere inicialmente , umaregido {2 composta de

2, e-Qz 1 I I (112

duas sub-regides de contornos externos “ 11 e * 22, respectivamente, e interfaces

ou FZl), como apresentado nafigura (1)
Para a sub-regido 2, define-se

{Uu}’{ pn} : Vetores que contém potencial e sua derivada normal, respectivamente, nos nos

funcionais do contorno externo rll.

{ulZ}’{ plz} . Vetores que contém o potencial e sua derivada normal nos nés funcionais do

112 considerando este como pertencente a sub-regido 2

contorno de interface
Desse modo pode-se escrever a equacdo integral de contorno dada pela Eq. (4) para os nés

funcionais dos contorno (1}1 + le)

(] bl 2] -lie] 1]

e assim obter 0 seguinte sistema de equacdes discreto:

(8)

Pode-se definir de maneiraandloga paraa sub-regido €2,

{uzz}’{ pzz} : Vetores que contém potencial e sua derivada normal nos nés funcionais do

7

contorno externo * 2 respectivamente.

{UZl}’{ p21} . Vetores que contém o potencial e sua derivada normal nos nés funcionais do

T, 0,

contorno de interface ‘21 considerando este como pertencente a sub-regido respectivamente.
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Desse modo pode-se escrever a equagdo integral de contorno dada por (4) para os nos

I,+T,)

funcionais dos contorno ( e assim obter 0 seguinte sistema de equacdes discreto:

a] bl =liea] Rl

N2

Figura 1 - Dominio setorialmente homogéneo composto de 02 sub-regies homogéneas.

Supondo um contato perfeito entre as sub-regides 2 e 'QZ, na interface 1”12’ podemos
escrever as condigdes de acoplamento:
U} = U} (compatibilidade) (10)
{0} =1} (equilibrio) (12)

Levando em consideracdo a equacdo de equilibrio dada por (12) pode-se escrever

G = —K; Pr
(12)
01 =—K;5 Py
K,
Py, = _? P21
1 (13)
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Levando em conta as condicOes de interface dadas pelas equagbes (10) e (11) pode-se

combinar as equacbes matriciais (8) e (9) , obtendo um sistema acoplado conforme a seguir

Ha o] () [Ged Gl 1l
{u12} = K {plz}
ol [0 - fead|lipy)
2 (14)

Conforme as condigdes de contorno impostas, as colunas com as submatrizes correspondentes

a0s contornos externos Iy e 15

2 podem trocar suas posi¢des (juntamente com 0 sinal), como no
problema de fluxo em uma regido homogénea.

O sistema dessa forma reordenado pode ser escrito como [H] {U}=[G] {P}, mas a matriz do
sistema deixa de ser cheia e tanto u quanto p nas interfaces sdo incognitas, devendo ser transportado

para o lado esquerdo da equac&o do sistema conforme a seguir

_ | [}
[Hu] He] [G.] [0] {{ulzi ) [G.] [0 {pﬂ}
21 ﬁ 21 22 5 [O] [GZZ] i
LRBE R | .
T ) ) ) T
I 112 I I I

Detalhamento da | mplementacdo Computacional

A idéa inicia que norteiou este projeto foi considerar os arcos que compdem oS contornos
externos e internos das sub-regifes (meios setoriad mente homogéneos) como livres e independentes das
sub-regides naqua selocalizem. Eles serdo identificados por um nimero que lhes seréo atribuidos.

De maneira similar ao que se faz no Método dos Elementos Finitos quando um elemento &
reconhecido através das conectividades de seus nds, associamos aos arcos um nuimero que obedece
a seguinte convencdo: Dentro de cada sub-regido os arcos sdo percorridos no sentido anti-horario.
Naturalmente, a primeira sub-regido tera seus arcos com numeros positivos. Aos arcos interfaces
guando considerados pertencentes a segunda sub-regido sdo percorridos no sentido contrario ao
arbitrado como positivo e recebem 0 mesmo numero atribuido na primeira multiplicado por —1.
Dessa forma tem-se a identificagdo de cada sub-regido por um conjunto de nimeros ordenados

gue constituem suas conectividades
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RESULTADOS

A formulagdo matematica apresentada foi aplicada a alguns exemplos de fluxos em meios
porosos bidimensionais, setorial mente homogéneos, gerando as simulagdes numéricas pelo Método
dos Elementos de Contorno, utilizando elementos retilineos e constantes . A origem do sistema de
eixos cartesianos coincide com o angulo reto inferior esquero da figura 2.(@). O eixo x tem
orientacdo positiva paradireitae o0 eixo y paracima.

Exemplol - Para estudar este exemplo, tomemos uma regido quadrada de lado L=6,0 cm ,
discretizada em 04 sub-regides, conforme descrito pela figura 2., com coeficientes de
permeabilidades K= K= K3= K4, = 1,0. As condi¢des de contorno prescritas para o problema é
uma carga hidraulica U = 300,0 cm naface vertical esquerda e U = 0,0 cm naface vertical direita.
Os contornos externos foram discretizados com 04 elementos constantes e as interfaces com 03
conforme fig.2(a). A solugdo analitica é dadapor u= 300 —50 x.

Os resultados podem ser vistos nas figuras 2(b) para variacéo do potencial com a distancia x,
efigura 3 para variagdo da componente x do gradiente com adistancia oy.

Podemos observar na figura 2(b) que os valores de potenciais coincidem com os valores da
solucéo analitica

Analisando os resultados obtidos na figura 3 observamos que ao introduzirmos aproximagoes
no dominio o fluxo na direcdo x apresenta oscilagdes proximos a contornos de interface. Um

melhor refinamento da malha conduzird a melhores resultados.
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Figura 2 - Simulagdo de percolacdo em regido quadrada. (a) Maha discretizada em 04 sub-regides

e 28 elementos constantes. (b) Variacéo de potenciais ao longo de ox.
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Figura 3 — Variagdo do gradiente na direcdo x ao longo de oy numa segéo
em x=1,5 cm, 04 sub-regides e 28 elementos.

(Exemplo 2) - Neste exemplo tomou-se a mesma regido do exemplo 1 sumetida as mesmas
condi¢bes de contorno. Agora os contornos externos e interfaces foram discretizados em 28
elementos constantes e 28 nos funcionais, conforme pode ser visto na figura 4., supondo-se a
existéncia de 03 sub-regides com permeabilidades K;=10, K;=1 e K3=10cm/hora, que poderia
ser areias de média permeabilidade. A origem do sistema de eixos cartesianos coincide com o
angulo reto inferior esquerdo da figura 4. O eixo x tem orientacdo positiva para direita e 0 eixo y
para cima. Na figura 5 apresentamos os perfis de distribuicdo de alturas piezométricas ao longo do
eixo ox. Apresentamos na figura 6 a descricdo das alturas piezométricas obtidos nas secdes
verticais ao longo de oy, localizadas em x=0.0, 2.0, 4.0,6.0. Em ambas figuras pode-se perceber a
virtual coincidéncia entre as curvas da solucdo numeérica e da solucdo analitica.
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Figura 4 — Simulagdo de percolagdo em 03 sub-regides com
diferentes coeficientes de permeabilidade.
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Figura 5 — Distribuicdo de cotas piezométricas ao longo do eixo ox, 03
sub-regides e 28 el ementos constantes.
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Figura 6 — Variagcdo de potenciais de cotas piezométricas ao longo de oy em secOes verticais.

CONCLUSAO

A formulagdo matemética descrita adotando-se elementos constantes, aplicada a técnica da
sub-regido, quando implementada, possibilita estudar problemas que ocorrem em meios
heterogéneos e isotrépicos.

Analisando—se os resultados obtidos, concluimos que a utilizacdo de elementos constantes
com sub-regides logra bons resultados do fenémeno em estudo, e se 0 nimero de sub-regides ndo é
muito elevado torna-se bastante adequado.
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A vantagem de se usar uma discretizacdo orientada a objetos em Método dos Elementos de
Contorno com sub-regides, € que a implementagéo se torna mais flexivel, bem didatica, facilita o
entendimento e a arte de programar, constituindo-se num instrumento extremamente acessivel

aos pesquisadores.
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