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Resumo - Este trabalho tem como objetivo apresentar os principios matemdaticos do Método de
Elementos Analiticos com a finalidade de torné-lo mais familiar entre engenheiros e cientistas
interessados em modelagem matematica de fluxo hidrico subterrdneo regional. Ele ¢ uma
ferramenta de modelagem do fluxo em agqiiiferos que utiliza o principio da superposicao de funcdes
analiticas para resolver problemas complexos de fluxo, simulando os efeitos causados por cada
componente hidrogeoldgico do aqiiifero no fluxo da agua subterranea. Sao descritos os conceitos do
método, com uma apresentagao dos principios matematicos nos quais esta técnica ¢ baseada. Inicia-
se com uma descri¢ao geral, citando os tipos de elementos analiticos e a formulacdo matematica de
cada um deles. Este estudo ¢ feito para mostrar que a solugdo analitica composta, que ¢ uma
combina¢do de numerosas solugdes analiticas elementares, satisfaz a equagdo diferencial do fluxo

em qualquer ponto do dominio, tendo como conseqiiéncia a garantia da continuidade do fluxo.

Abstract — The main objective this work is to present the mathematical principles of the Analytical
Elements Method with the purpose to become it more familiar between engineers and scientists
interested in mathematical modeling of groundwater flow. This is a modeling tool of aquifer flow
that uses the principle of overlapping analytical functions to decide complex problems of flow,
simulating the effect caused by each hydrogeologic component in the aquifer groundwater flow.
The concepts of the method are described, with a presentation of the mathematical principles in
which this technique is based. There is a general description of the method, showing the types of
analytical elements and its mathematical formularization. This study it is made to show that the
composed analytical solution, that is a combination of numerous elementary analytical solutions,
satisfies the flow equation in any point of the domain, giving as consequence the guarantee of the

flow continuity.
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Palavras-Chave - 4gua subterranea; modelagem matematica.

INTRODUCAO

O método de elementos analiticos € baseado no principio da superposi¢ao de muitas fungdes
analiticas. Este principio consiste da adi¢ao de solu¢des individuais para cada elemento, sendo este
método considerado como uma poderosa ferramenta para as solucdes de problemas de fluxo hidrico
subterraneo para sistemas lineares. A solucdo do problema ¢ obtida através da adi¢do de todas as
influéncias dos elementos analiticos individuais, representados pelas fung¢des analiticas, que
correspondem as caracteristicas do aqiiifero [6]. Tradicionalmente, a superposicdo de fungdes
analiticas foi considerada limitada por ser aplicada apenas a aqiiiferos homogéneos, isotropicos e de
transmissividade constante. A formulagdo do problema de fluxo de 4gua subterranea no modelo
analitico ¢ feita em termos de potenciais de descarga ao invés de ser em termos de cargas
hidraulicas, esta propriedade o torna adequado tanto para condi¢des de fluxo confinado como para
ndo confinado, como também para aqiiiferos heterogéneos [14] e [15]. A principal caracteristica
deste método ¢ a sua ligacdo direta entre os componentes do aqiiifero e as expressodes analiticas para
as cargas hidraulicas e vazodes.

Os elementos analiticos sdo escolhidos de maneira a melhor representar as caracteristicas
hidrogeoldgicas do aqiiifero. Por exemplo, as se¢des de rios e os contornos de lagos sdo
representados por linhas de perda ou ganho, pequenos lagos ou mangues podem ser representados
por areas de perda ou ganho. As areas de recarga sdo modeladas através de distribui¢des de areas de
ganho (areas de perda com sinal negativo). Os rios e lagos que ndo estdo completamente conectados
com o aqiiifero sdo modelados como areas semipermeaveis. As descontinuidades na espessura do
aqiiifero ou na condutividade hidrdulica s3o modeladas através do uso de linhas de
descontinuidades ou linhas duplas. Alguns elementos analiticos especificos podem ser utilizados
para representar componentes especiais, tais como drenos, canais, barreiras impermeaveis, etc. Os
modelos ndo sdo baseados na discretizagcdo do dominio, pois ndo utilizam grades ou malhas com
nds para o dominio do fluxo que possa fazer com que a solucdo seja sensivel a escala.

O calculo da carga hidraulica e do fluxo ndo necessita de interpolacdo, de diferenciagdo
numérica e nem de procedimentos similares. Eles sdo representados por fun¢des continuas em todos
os pontos do dominio. Para ilustrar a correspondéncia direta entre os elementos analiticos e os
componentes do aqiiifero considere-se o exemplo a seguir: se a condutividade hidraulica no modelo
varia de uma célula para outra célula, cada célula ird ser tratada como um elemento analitico,

chamado de inomogeneidade.
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O método analitico ¢ internamente conservativo de massa, ou seja, o balanco de massa ¢
perfeitamente satisfeito em qualquer modelo estruturado pelo modelo e também oferece alta
precisdo nos resultados. A determinagdo precisa das fronteiras entre os componentes geologicos do
dominio também ndo necessita de aten¢do especial. O modelo ¢ especialmente adequado para fluxo
hidrico subterraneo regional.

Matematicamente, o método ndo € novo como um todo. Ele pode ser visto como uma variante
do método de elementos de contorno [3] que utiliza as fun¢des de Green. No método de elementos
de contorno classico, as fungdes de Green sao distribuidas sobre toda a fronteira do dominio
fechado e as integrais associadas sdo estimadas numericamente. Por outro lado, as fungdes de Green
no método analitico sdo distribuidas ao longo das fronteiras interiores dentro do dominio infinito e
as integrais associadas sdo estimadas analiticamente. Em esséncia, o modelo analitico utiliza
solucdes analiticas para componentes basicos do regime de fluxo subterrdneo e adiciona-os para
representar todo o problema de fluxo. O uso de elementos analiticos mais sofisticados e a
introducdo de condigdes de contorno mais complicadas levam a procedimentos de solucdo mais
dificeis de calcular que incluem conjunto de equacdes ndo lineares e matrizes com coeficientes nao
quadrados. Entretanto, uma vez que as taxas de infiltragdo ou extra¢do e os pardmetros de campo
desconhecidos sdo encontrados (carga hidraulica, vazao ou velocidade da dgua subterranea) entdo,
estes podem ser calculados em qualquer ponto através de um procedimento de superposi¢ao.

De fato, os modelos analiticos utilizam fun¢des que geram uma contribui¢ao para o potencial
de descarga da carga hidraulica. Embora os dados de entrada e saida ocorram em termos de carga, a
formulagdo interna de potencial de descarga simplifica a matematica, pois as solugdes para o fluxo
subterraneo, em termos de potencial de descarga, s3o exatamente as mesmas, tanto para condigdes
confinadas como para nao confinadas. Embora a equagdo diferencial do fluxo permanente nao
confinado seja ndo linear em termos de carga, ela ¢ linear em termos de potencial de descarga, o que
¢ um pré-requisito para a superposicdo de solucdes. A maioria dos elementos analiticos ¢
representada por uma fung¢ao harmdnica: solugdes para a equagdo de Laplace. Estas solu¢des podem
ser formuladas em termos de funcao de potencial complexo. A parte real da fungao ¢ o potencial de
descarga e a parte imaginaria ¢ a fun¢ao de linha de fluxo, a qual ¢ constante ao longo das linhas de
fluxo. No entanto, a maioria dos problemas praticos de fluxo subterraneo envolve recarga ou
percolagdo de agua de area para um aqiliifero vizinho, ou ambos. Estes componentes sao
representados pela equacao de Poisson para a qual ndo existe a fungdo de linha de fluxo. Contudo,
distinguindo-se entre as solucdes das equagdes de Poisson e Laplace, ¢ possivel utilizar a fungdo de
linha de fluxo para o tragcado das linhas de fluxo ou para a defini¢dao das fronteiras drenantes ou de
fluxo nulo nos modelos analiticos [5]. Os modelos tridimensionais utilizam solugdes para a equacao

de Laplace apenas em trés dimensdes as quais sao sempre funcgdes reais. Os elementos analiticos
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tridimensionais podem ser embutidos em modelos regionais bidimensionais [3] [10] e [11] o que ¢é
muito mais eficiente do que criar um tridimensional para todo o sistema de fluxo subterraneo.

O vetor de vazao para a dgua subterranea ¢ o gradiente do potencial de carga. Os programas
de elementos analiticos, por esta razdo, também contém derivadas espaciais dos potenciais de
descarga para cada componente do aqiiifero. Com as mesmas taxas de infiltragdo ou extragdo, estas

funcgdes derivadas sdo superpostas para obter o vetor de vazado em qualquer ponto do aqiiifero.

FORMULACAO MATEMATICA DE ALGUNSELEMENTOSANALITICOS
Os elementos mais utilizados para representarem, através de funcdes analiticas, as

caracteristicas dos componentes dos aqliiferos sao os descritos a seguir.

Elemento fluxo uniforme

Segundo [5] o potencial complexo para o elemento fluxo uniforme com taxa de vazdo 9,
[(L’THL™"], ou seja, vazdo por unidade de largura do agiiifero, ¢ dado por:

Q=-Q,ze”" +C 1)

Onde @ ¢ a orientagdo do fluxo uniforme e C ¢ a constante de integracao.
Separando-se as partes real e imagindria, o potencial complexo, em termos de coordenadas
Cartesianas, fica:

Q=-0,(x+iy)cosa —isena)+C 2)

Desta maneira, o potencial de descarga e a funcdo de linha de fluxo sdo dados pelas equagdes:

@ =-0,(xcosa+ ysena) e Y =-0,(ycosa—xsena) 3)

O vetor vazao pode ser derivado, entdo, de varias maneiras:
1* — Utilizando a Lei de Darcy:

od
Qx:—aE=Q0 coso Qy=——=Qosena

ox e oy 4)

2% — Utilizando as equagdes de Cauchy-Riemann:

oY
sz—ngOCOSC( Qy:—aa—\P:QOsena
e X )
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32 _ Utilizando a funcdo de vazio, W :

0, =RW) . Q,=-307) (6)

Onde a funcdo de vazio W ¢é obtida pela diferenciagao:

6Q d —ia —ia
W:_a_:_d_(_Qoze )=0e
z z (7)
Combinando as equacgdes (7) e (6) tem-se que:
0. =0, cosa o 0, =0,sena (8)

As expressdes da equagdo (4) satisfazem a equacdo de Laplace e geram a taxa de fluxo
uniforme propriamente dita, tendo em vista que o fluxo total entre duas linhas de fluxo ¢ igual a
diferenga entre os valores da funcdo de linha de fluxo destas duas linhas e que o potencial de
descarga, P, decresce na direcdo do fluxo, enquanto que a fun¢io ¥ decresce na dire¢dio normal e
a esquerda do fluxo. A Figura 1 representa, graficamente, as expressoes da equagdo (3), ou seja, o
tracado da rede de fluxo para o fluxo uniforme. Esta, como as demais figuras dos elementos

analiticos, foi obtida com o auxilio do programa MAPLE 6.0 [7]; [8] e [12].

Elemento poco

O fluxo em um agqiiifero devido a um poco ¢ radial e simétrico. Aplicando-se a continuidade

do fluxo através do circulo de raio 7 ao redor do pogo, a taxa de bombeamento (vazao do poco) 0
[L’T™"] ¢ dada por:
Q=2nr(-0Q,) 9)
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Figura 1l - Tragado da rede de fluxo para o elemento fluxo uniforme (x € y em metros).

Onde (=9 ¢a componente do vetor vazao através do circulo por unidade de comprimento

do circulo. O sinal negativo indica que o fluxo ocorre na direcdo negativa de 7.

A componente do vetor vazao, 0, , satisfaz a Lei de Darcy:

dr (10)

Combinando-se as equagdes (9) e (10), tem-se:

id 0

oo an
O potencial de descarga P ¢, entdio, obtido pela integragio de (11) com relagdo a 7':

D= J.d—(pdr = gidr = glnr +C,
dr 2z r 2r (12)

Onde C, ¢ a constante de integracdo que pode ser escolhida para satisfazer quaisquer

condicdo de contorno. A uma distancia R do pogo o valor do potencial de descarga é 2, , assim:

r=R e P =2, (13)

o C, . .
Substituindo-se estes valores, o valor de ~ ¢ obtido e pode-se finalmente escrever o

potencial de descarga em funcdo de 7':
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o-Linl .o,
27 R (14)

As linhas de fluxo para o pogo também sdo radiais emanando para o centro do poco. A funcao

de linha de fluxo ¢ dada por:

.y
27 (15)

O angulo 0 das coordenadas polares (,0) pode ser representado por coordenadas

Cartesianas (x, ) € escreve-se, entao, que:

w 0 y

=—arctan—
2 x (16)
O potencial complexo para o pogo ¢ dado pela equagdo:

Q(z) :gln(z -z, )+C
T (17)

Onde “* ¢é a localizagdo do pogo no plano complexo. Para a separagdo das partes real e

imagindria o potencial ¢ dado em termos de coordenadas polares:

Q(z) = anqz —z le)+C= 2(1n|z —z |+i6)
2n 2r (18)
A parte real de £ ¢é o potencial de descarga:
Q
O =R(Q)=—"Inr _
©) 2r r=lz-z,| (19)
e a parte imaginaria de € ¢é a fungio de linha de fluxo, como na equagio (15):
Y =3Q)= g49
2r (20)

Tanto as linhas equipotenciais como as linhas de fluxo representadas, respectivamente, pelas
equacodes (19) e (20) sdo tracadas na Figura 2.
A funcao de linha de fluxo na equacdo (20) exibe um salto quando o valor principal do angulo

0 saltade +7 para —7 através de sua fenda. A fenda do angulo 0 pode ser escolhida em dire¢des
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diferentes, no caso da Figura 3 é na direcdo vertical. O importante ¢ que ela sempre devera

apresentar um salto de 27 . Se for colocado o sistema de coordenadas no centro do pogo, no caso da
fenda ser horizontal, a funcio de linha de fluxo terd o valor de * 072 logo acima do eixo negativo

de ¥ ¢ ~9/2 logo abaixo do eixo negativo de *.

2004

1501

¥ 1001

50

Figura 2 - Tragado da rede de fluxo para o elemento pogo (x e y em metros).

A razdo para o salto € porque, no proprio poco, a divergéncia da vazao nao ¢ zero, mas ¢ igual
a vazao no pogo. Conseqiientemente a equacgao de Laplace ndo pode ser aplicada, pontualmente, no
poco. O pogo ndo deve ser considerado como parte do dominio do fluxo, o que ndo se constitui um
problema, visto que, ndo ¢ costume avaliar-se cargas e fluxos dentro do raio interno do pogo. Como
uma interpretacdo fisica para isto, pode-se imaginar o dominio do fluxo (no plano bidimensional)
sendo cortado e aberto ao longo do eixo ¥ e em volta do pogo, eliminando-se o po¢o do dominio do

fluxo. A agua que flui em direcdo ao pogo, dentro do dominio do fluxo, ¢ removida através desta

fenda ao longo do eixo negativo de *. Portanto, existe um fluxo (ficticio) Q a partir do pogo,

através da fenda e em direcdo ao infinito. De fato, este fluxo é consistente com o comportamento da

funcdo de linha de fluxo através da fenda, cujo salto 0 sugere um fluxo na fenda igual a 0 A

direc@o do fluxo na fenda ¢ a partir do pogo para o infinito.
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Figura 3 - Fenda horizontal na fungdo de linha de fluxo para um pogo com vazio 0 qualquer.

Elemento recar ga de &rea devido a infiltracéo de &gua de chuva

A forma de recarga de area através de infiltragdo de agua proveniente de chuvas ¢, sem
duvidas, a fonte mais importante para a 4gua subterranea, principalmente quando visto pelo aspecto
regional. E importante ressaltar que a taxa de infiltragdo varia tanto sazonalmente, os padrdes de
inverno ¢ verdo diferem e influenciam na solugdo, como espacialmente, dependendo do tipo
litologico do aqiiifero. Nos modelos de Dupuit-Forchheimer o fluxo subterraneo devido a recarga de

area, sujeita a precipitacdo, ¢ governado pela equagdo de Poisson. Assim, a taxa de infiltracdo ou

recarga V [LT'] é considerada como um termo de fonte na equagdo diferencial.

A equacao da continuidade do fluxo ¢ dada por:

o0,
ox oy @1)

Combinando-se a equacao (21) com a Lei de Darcy resulta na equagdo de Poisson:

o’d 0'd
=N i
Xt oy ou VO =-N 22)

A solucao existente do fluxo subterraneo para a equagao de Laplace, em termos de potencial
de descarga, pode ser expandida para incluir a recarga de 4rea adicionando-se uma solucdo

. ~ . =0 +&, . ~ . . <
particular para a equagao de Poisson, Laplace = = Poisson - A golugdo combinada satisfaz, entdo, a

equacao de Poisson.

Segundo [13] as areas exatamente circulares ndo ocorrem com freqii€ncia na natureza, sendo
assim, uma area eliptica pode ser considerada como a mais adequada para o estudo do fluxo devido
a precipitacdo. Uma solugdo particular para o potencial de descarga que satisfaz a equacao

diferencial (22) pode ser dada pela equacao:
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Iy

=2 | (x-x, P+ (y=2,F
o=-—2 b2 (x=x,f +a>(v=, )] (23)

)

. .. . oA RS
As equipotenciais produzidas por esta equagdo sdo elipses com o centro em (X0 Yo , com a

razao entre os €ixos principais igual a ¢4 /b Esta funcao possui quatro graus de liberdade ou varidveis

principais [1]: V, @ /b, %o ¢ Yo Nota-se que a equagdo anterior pode ser escrita inteiramente em

termos da relagio 4/b;com @ ¢ b, juntos, representando um tnico grau de liberdade.

Os valores destes quatro parametros afetam o comportamento do potencial fora da area de
interesse e, além de tudo, esta fungdo tem um efeito nos contornos internos, tais como os rios. Os
elementos analiticos devem compensar este efeito e os valores dos quatro parametros independentes
devem ser escolhidos, geralmente, de maneira que a funcdo potencial de descarga cause o minimo
de distarbio possivel nas condi¢des de contorno. De acordo com a Figura 4, para o elemento recarga
de area devido a precipitagdo, apenas ¢ possivel o tragcado das linhas equipotenciais. Nao havendo

assim linhas de fluxo.

Elemento areacircular derecargainterna
Uma area circular de recarga, que pode representar um lago, uma lagoa, uma area circular de

irrigacao ou de um pantano, ¢ considerada como uma fonte em forma de disco.

2004

1507

¥ 100+

a0

Figura4 - Tragado das equipotenciais para uma area eliptica devido a

infiltracdo de dgua de chuva (x e y em metros).

No interior da 4rea existe uma recarga V [LT"'] de maneira que o fluxo que fica abaixo do

contorno desta area ¢ governado pela equacdo de Poisson. J4 na area que fica fora do disco ndo
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existe recarga, ficando assim o fluxo governado pela equagdo de Laplace. A solu¢do para o
problema tem que satisfazer a equagdo de Poisson para a drea interna do disco (¥ <R) e a equagdo

de Laplace para a area externa do disco (7 > R), sendo R o raio do circulo. O potencial de descarga

¢ dado pelo produto da recarga NV e a fungio coeficiente G, segundo a equacao:

&= NGp(x’nyo’yo’R)

(24)
Onde (%0, ¢ o centro do circulo (disco) e a funcdo coeficiente ¢ dada por:
1
Gp(x’J’:xo’J/o’R) = (x — X )2 + (y — Yo )2 - Rz]
4 (25)
(V=) + (=1 ) <R)
para
2 _ 2 _ 2
G, (x,y,xy,y,R) = B (= x,) +2(y %)
b 4 R (26)

(Vo= + (=) >R)

para

A funcdo de linha de fluxo para um lago circular pode ser escrita da seguinte forma:

2
T:—N{)ﬂr VR 2}
X +y

(27)

O tragado da rede de fluxo esta apresentado nas Figura 5.

Em resumo, o potencial complexo para um lago circular pode ser dado pela equagdo:

Q= —N(z —R—ZJ
z (28)
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Figura5 - Tragado da rede de fluxo para um lago circular de raio R (x e y em metros).

=0)

Onde o centro esta na origem do plano complexo (2 e o lago que tem raio R e taxa de

infiltracdo pela base V .

Elemento linha de perda ou ganho

De acordo com a Figura 6, a linha de perda ou ganho ¢ considerada como se fosse um niimero

finito de pogos, uniformemente distribuidos, em uma linha entre dois pontos 1 e “2. Uma linha de
perda ou ganho real, que pode representar um rio ou um riacho, ¢ obtida se o niimero de pogos na
Figura 6 (a) for infinitamente grande ao mesmo tempo em que suas vazdes totais permanegam
finitas. No caso da linha ser uma linha de perda, estas vazdes seriam iguais a taxa de extragdo total.
A anélise matematica ¢ realizada em termos de variaveis complexas. O potencial complexo £ para

M pocgos ao longo do elemento de linha é [4]:

)

M .
Q=>"mE—c)
T

i=1

(29)

Onde Qo ¢ a taxa de vazdo do ! -nésimo po¢o.

Em média, a linha de perda tem uma taxa de infiltracdo de & [(L3T'1)L'l] (por exemplo:

metros cubicos por dia por metro de comprimento da linha de perda). Se o pogo em ¢

Q( i) :

i representa

uma secio 4 I da linha de perda, pode-se escrever para
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0, =4lo (30)

Com a qual pode-se reescrever a equagao (29) na forma:

M o
Q. =2 - InE-c)al
=1 2T (31)

(&) (k)

Figura 6 - A linha de perda com uma distribui¢ao de pogos em uma linha (a) para o caso limite de

um numero infinito de pogos com uma vazao total finita (b).

Se a linha de perda for representada por um nimero infinito de pogos, Figura 6 (b), entdo,

M —w ¢ 41 >0 3 50maem (31) é substituida pela integral:

L o
9_L5;m¢—gm .

Para que a integral em (32) possa ser escrita como uma integral complexa em termos do

pardmetro ¢, é introduzida a variavel complexa infinitesimal ds .

dg = Aleia (33)

Onde & ¢ o angulo entre a linha de perda e o eixo ¥ positivo. Com a equagao (33) reescreve-

se a equacgao (32):

Q=2 ¢ rz In(z—g)dg
2 (34)

Ilnxdx=xlnx—x

A integral em (34) ¢ da forma , de maneira que o potencial complexo para

uma linha de perda fica assim:
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0= e (e -z )nle - 2)- (-2 e - 2)+ (-2,
T (35)

Utilizando o sistema de coor denadas locais
Utilizando-se coordenadas locais, a fungdo do potencial de descarga, ou seja, a parte real do
potencial complexo, para o elemento linha de perda ou ganho ¢ dada pela seguinte férmula [13]:

Z -1
Z+1

L
4

D

{—Xln

+Y0+ln‘Z2 —1‘+2ln%—2}
(36)

A funcdo das linhas de fluxo para o elemento linha de perda ou ganho ¢ dada pela seguinte
formula, também em coordenadas locais:
oL

Y ="2[(X +1), —(X —1)8, +2a]
4z (37)

A linha de perda (rio ou riacho) extrai uma vazao total de oL LT do aqiiifero. Isto gera

uma fenda (branch cut) na funcdo de linha de fluxo, ¥, de maneira similar ao que acontece com o
poco. No pogo a fenda € pontual e, no caso do rio ou riacho, esta fenda se estende para o infinito na
direcdo da linha e conseqiientemente a carga abaixo do rio ou riacho ndo ird representar a cota do
nivel d’agua em todos os pontos ao longo da linha, mas ird oscilar entre os pontos de controle onde
a carga ¢ considerada igual a carga no rio.

O potencial complexo para a linha de perda ou ganho ¢ representado pela seguinte equagdo

[13], escrita em termos de variavel complexa local Z :

Q:i{(Z—i—1)1n(Z+1)—(Z—l)ln(Z—l)+2ln{l(zz—zl)}—Z}
47 2 (38)

O tragado da rede de fluxo para o elemento linha de perda ou ganho que pode ser representado

por um rio fica de acordo com a Figura 7.

Elemento linha dupla

A linha dupla, apresentada por [4], ¢ chamada, na literatura, de camada dupla porque
representa uma dupla distribui¢do de descontinuidade. Conceitualmente, uma linha de
descontinuidade ¢ uma linha de perda e uma linha de ganho que se movem infinitamente juntas,
enquanto que suas taxas de vazdo e recarga permanecem iguais, mas crescentes até valores

infinitamente altos (ver Figura 8 (a)).

XIII Congresso Brasileiro de Aguas Subterrdneas 14



Uma linha fechada com linhas de descontinuidades pode ser utilizada para modelar um
dominio com condutividades hidraulicas diferentes, ou seja, regidoes nao homogéneas que podem ser

de formas poligonais ou circulares.

Figura 7 - Tragado da rede de fluxo para um rio em coordenadas locais.

Para derivar uma linha de descontinuidade de vazdo constante, adota-se o procedimento de
utilizar a func¢do da linha de perda ou ganho desenvolvida na se¢do anterior. Para tanto, escreve-se a
equacao (35), simbolicamente, como:

Q, =0l (zz,L )

(39)
Onde a fungao coeficiente A ¢ definida como:
A, = 62 [(Z_Zl)ln(z _Zl)_(Z_ZZ )ln(z—22)+ (Zl _Zz)]
T (40)
Com
zZ, =z —£ei“ z, =z, +—e"
1 0 2 e 2 0 2 (41)

E onde “° é o centro da linha de perda; ver Figura 8 (b). O potencial complexo Qu para uma

linha de descontinuidade ¢ obtido para o caso limite onde a distancia d entre a linha de perda e a

linha de ganho na Figura 8 (a) tende para zero, enquanto que a vazdo 9 se torna infinitamente alta:
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Q, =1imZ%
0 2 d
(42)
Onde Az, ¢ definido como:
i(a+£) i i
Az, =de * =ide (43)

linha de perda

linha de ganho L j )
zH(Li2) e
o

(a) (b)

Figura 8 - Uma linha de descontinuidade formada por um par de linhas de perda e de ganho (a)

para o caso limite da distancia d igual a zero e vazao infinita 9 (b).

O valor da vazdo $ da linha de descontinuidade ¢ definida por:

s =lim od
d—0

7 (44)

Combinando-se a equacao (42) com a (43), tem-se:

A A
i A]d ZJZO +i;L;a _Ald Z’ZO _i,L,a
ise" 2 2

Q,=—1Im
27[ Azy—0 AZO
(45)
Que se torna:
ise” d
= ) d_Ald(Z’ZO)L’a)

Ou com a equacao (40) e aplicando-se a regra da cadeia:
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is| d dzy d sz z7—z %,
w5 d—Zl{(Z —z,)In(z -z, )}a i, {(z-2)In(z~z,)} dz,
=i—s[—ln(z—zl)+ln(z—zz)]
. (47)

dz,/dzy =dz,/dz, =1

Onde: ; ver Figura 8 (b). O potencial complexo para a linha de
descontinuidade, com vazao constante, ¢ finalmente escrito como:
is z—z
Qld = 2—11’1( 2 ]
T \z—z 48)

Separando-se a parte real e imagindria do potencial complexo, tem-se que:

o, =R{Q,}= ﬂ%{é—s{ln

z-2z,

T| |z—2z

+i(0, —«%)ﬂ =§(01 -0,)
(49)

Para o potencial de descarga e para a funcdo de linha de fluxo a seguinte equagao:

z-z,

Y= S{‘Qld } = ;—nln

z—Z

(50)

A fungdo de linha de fluxo € continua, mas a fun¢do do potencial de descarga exibe um salto

através da linha dupla cujo valor ¢é igual ao da vazdo 5.

Potencial complexo para o dipolo

. . ~ O, , . , . ~ . ~
Um dipolo com orientagcdo ~ ¢ ¢ obtido através da aproximac¢ao de um ponto fonte em direcao
a um ponto sumidouro ao longo de uma linha de orientagdo & enquanto a vazdo aumenta em
propor¢ao inversa com a distancia entre os dois pontos, ver Figura 9.

Resumindo-se, o potencial complexo ¢ dado pela seguinte formula:

2n z -z, (51)

s = lim Qo
00
onde: Q- e J = distancia entre a fonte ¢ o sumidouro
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Nao existe fluxo de entrada nem de saida associados com o dipolo ¢ o mesmo ¢ verdade para
a linha dupla. Por esta razao, a fenda nao se estende para o infinito. A diferenga entre uma linha de
perda ou ganho e uma linha com dipolo ¢ que o dipolo ndo extrai uma quantidade de fluido,

enquanto que a linha de perda extrai.

Figura9 - Um par de pontos: um ponto sumidouro e um ponto fonte a distancia

zero com vazao infinita formando um dipolo.

A Figura 10 apresenta o tragado da rede de fluxo para um dipolo.

200

-2004

Figura 10 - Tracado da rede de fluxo para um dipolo (x ¢ y em metros).

Elemento inomogeneidade circular
A solugdo ¢ formulada em termos de potencial de descarga no interior ¢ no exterior da

inomogeneidade circular. O potencial no interior da inomogeneidade ¢ dado por:
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2%,
2 2 2
0+ki com (x +y )gR (52)

q)(x: y) = _QO k

E, fora da inomogeneidade, pela formula:

k,—k, xR’ }

k, +k, x> +y°

q)(x,y):—Q{x+ 2 2 2
com (X" tY)=R (53)

Onde k, e k, sdo as condutividades hidraulicas dentro e fora da inomogenidade circular,
respectivamente. A Figura 11 mostra o tragcado das linhas equipotenciais para uma inomogeneidade

circular. A funcdo de linha de fluxo para os dominios interior e exterior do circulo sdo:

2k,
y/(‘x’.y)z_QO l y 2 2 2
ko+ki com (X +y )SR e (54)
k,—k, YR
W(X,Y):_Qo[y+mxz+yz} ( 2 2)>R2
o i com WX TV )= (55)

SOLUCAO PARA PARAMETROS DESCONHECIDOS

O procedimento da solucao leva a um sistema de equagdes algébricas que ¢ resolvido para os
parametros desconhecidos das linhas de perda ou ganho e das linhas duplas. Um exemplo de como
o sistema funciona ¢ o seguinte: O ponto médio de algumas linhas de perda ou ganho que
representam os rios e lagos na area do modelo, indicam a localiza¢do dos pontos de controle. Cada
linha de perda ou ganho tem um ponto de controle no seu ponto médio e o nivel da agua ¢

especificado na superficie no rio.
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Inhomogeneidade circular em um
campo de fluxo horizontal

e —

e
_I-"FFFH—

:_H_,.u-"'"'r;.a-'-"’ f_'_'_,_,_,-'-"'_'_'_'_ _\_\_\__‘_“"-\-._\_\_ ‘-\-H-"""\-\-..\

_,r"'ff - e ———

- .-'-o-ﬂ-"’f H“"-\-..K T

—

Figura 11 - Uma inomogeneidade circular em um fluxo uniforme horizontal (kf [k, =0l

).

Supondo-se que a superficie de dgua estd em completo contato com o aqiiifero, implicando
que a carga no aqiiifero, no ponto de controle, ¢ a mesma que a do nivel da dgua de superficie neste
ponto, o potencial de descarga, nos pontos de controle, devido a 7 linhas de perda ou ganho, pode

ser escrito através da equagao:

@, =0,Flpg,, +0,Flpg,, + 0, Flpg, , +...+0,Flpg,, +C (56)

que ¢ uma maneira simbolica de escrever as contribui¢des de todas as linhas de perda ou ganho para

. o, . Flpg. ., . ) .
o potencial de descarga no i-nésimo ponto de controle. A funcao PEij ¢ a funcgdo coeficiente da j-

¢sima linha de perda ou ganho avaliada no ponto médio da i-nésima linha de perda ou ganho. A
~ Fipg, . . . <
funcado -/ ¢ a parte real do potencial complexo na equagao (40):

Flpgi,j :m{ie—ia, [(Zi _(Zl)j )ln(zi _(Zl)_/)_(zi _(Zz )_,- )ln(Zi _(Zz ),-)"'((Zl)_; _(Zz )j )]}

(57)

Z. ~ . Z,) . Z)). .
Onde, “/ sdo as coordenadas complexas do i-nésimo ponto de controle, (z1), e (22); s30 0s

o - . o., . . - .
pontos inicial e final de j-ésima linha de perda ou ganho ¢ "~/ ¢ a orientacdo da j-ésima linha de

perda ou ganho. Nota-se que a fun¢do coeficiente ¢ o potencial devido a linha de perda ou ganho
. . o Flpg. ., . .
com o valor de vazdo 1. Entdo, ~/ /¢ o potencial da linha de perda ou ganho com sua taxa de

infiltracdo real %,
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Elemento ponto dereferéncia

O numero de equagdes disponiveis para os pontos de controle pode ndo ser suficiente para
resolver este sistema. Nao existe outra op¢cdo a ndo ser a de se impor alguma outra condi¢do de
maneira a se obter uma equacdo extra para o sistema. Na maioria dos modelos de elementos
analiticos isto ¢ feito através da introducdo de um ponto de referéncia no qual a carga hidraulica de
referéncia ¢ definida. Isto consiste em uma condicao arbitrdria que ¢ forcada devido a uma
necessidade matematica: para se dispor de equagdes suficientes para determinag¢do das incognitas.
Como este ponto ¢ introduzido por propositos matematicos e ndo por razdes hidroldgicas o0 mesmo
deve ser selecionado de maneira que ndo tenha nenhuma influéncia nos resultados da modelagem na
area de interesse do dominio. Este ponto deve ser colocado afastado da area de interesse € nao deve
ser escolhido dentro dos elementos analiticos. A carga atribuida a ele deve ser neutra:
aproximadamente igual a carga média do dominio do modelo. Procedendo-se assim, a escolha do
ponto de referéncia causara gradientes hidraulicos relativamente baixos e as variagdes na carga

neste ponto nao irdo influenciar na solucao do problema.

Equacbes matrizes
O resultado das ” +1 equagdes pode ser escrito na seguinte forma matricial:

a;x, =b, (i=L..n+1) o (j=1l..n+l) (58)

. . a. , .
Onde a matriz coeficiente "7 é definida como:

a; =Flpg, (i=l..n+1) o (j=1..n) (59)
a, =10 (i=L..n+1) o (j=n+l) (60)

Onde ("D _&simo ponto de controle ¢ o ponto de referéncia. O vetor solugao %/ ¢ definido

como:

X; =0, (J=Ln) (61)

(62)
E o vetor conhecido b ¢ definido por:

bl- = CDI- (l = 1, }’l) (63)
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o (64)

D, . . .
Onde ~ "¢ ¢ o potencial de descarga no ponto de referéncia.

As equagdes da matriz podem ser solucionadas pelos procedimentos padrdes diretos de resolugao
de sistemas lineares, como por exemplo: decomposi¢cao de matrizes, substituigdes ¢ eliminagdo de

Gauss. Quando o niimero de incdgnitas for muito elevado utiliza-se entdo métodos iterativos.

Geracao deresultados numéricos e gr aficos
Uma vez que os valores dos parametros sejam calculados, o potencial de descarga pode ser

calculado em qualquer ponto do aqiiifero pela superposicao de todos os elementos analiticos:

d(x,y) = z o Flpg,, ., + ZSiFld(x,y)J +.+4C (65)

Fi . Fld, . . N . . .
Onde P ¢ (=i 30 as fungdes coeficiente para a i-nésima linha de perda ou ganho

e linha dupla, respectivamente, avaliadas no ponto (,2) A expressdao (65) ndo estd completa,
elementos analiticos adicionais, como por exemplo, pogos e dareas de perda ou ganho, estdo

subentendidos nas reticéncias.

Em geral, o potencial de descarga, P, nio é citado quando a modelagem do fluxo de 4gua

subterranea ¢ feita com modelos de elementos analiticos. O usuario entra com as cargas hidraulicas,

nos pontos de controle e o programa em uso informa as cargas hidraulicas em qualquer ponto (x, )
do aqiiifero. Todas as conversdes de cargas hidraulicas para potenciais de descarga sdo tratadas

internamente no programa, o que ¢ completamente transparente para o usuario. A carga hidraulica

¢ ¢ calculada a partir de (65) utilizando-se as seguintes ja equacdes mencionadas anteriormente:

1
O+ —kH?
p=— 2 (CDzlksz ¢ = 122 (@slksz
kH 2 e k 2 (66)

Nos modelos de elementos analiticos, as cargas hidrdulicas devem ser especificadas com

relagdo a uma referéncia horizontal, usualmente, a média do nivel do mar. O usuario deve também

especificar o nivel da base do aqiiifero com relagdo ao mesmo referencial. O vetor de vazao 9, ¢

obtido pela diferenciacio de P em (q§=kH¢ ). Nos modelos de elementos analiticos isto ¢

acompanhado pela superposicao das fung¢des derivadas de todos os elementos analiticos:
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0 = —Z o, [Fl}f?g:(x,m :Ii B Zsj [Fldgx,m ]i B com (67)

. OFlpg OFId

Fls, Fld, =

ox; o (=12 (68)

O vetor de vazdo especifica 4 (i =1, 2, 3) ¢ obtido de (67) e da equagdo para a vazao

especifica % em aqiiiferos nao confinados:

9 géih—N,—Nb}+Nb

z
YT -1y e h{h , (i=12 (69

. ~ N
Onde / ¢ a espessura saturada do aqiiifero ndo confinado, *'* a taxa de recarga no topo do

aqiiifero e ~'» ¢ a taxa de escoamento para dentro do aqiiifero na base do aqiiifero. Nas zonas de

fluxo confinado, a espessura ¢ constante, h=H | de maneira que o primeiro termo dentro dos

paréntesis para 43 desaparece (af H = 0). Nas zonas de fluxo ndo confinado a espessura saturada do

aqiiifero pode ser substituida pela carga hidraulica ? como & obtida de (66).

As velocidades médias do fluxo de 4gua subterranea Vi (i=1, 2, 3) sdo obtidas de (69):
o (i=1, 2, 3) (70)

na qual o ¢a porosidade efetiva [2].
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