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METODO DOS ELEMENTOS FINITOS COM INTEGRACAO
REDUZIDA NA SIMULACAO DA CONTAMINAGCAO
DE AGUAS SUBTERRANEAS

Claudia M. Dias '; Eduardo L. M. Garciay Abimael F. D. Loula; Alvaro L. G. A. Coutinho *

RESUMO

A modelagem do transpotte de um contaminante em um aqiifero pelo método
dos elementos finitos requer a solugio de um sistema acoplado de equagdes diferenci-
ais parciais para pressdes, velocidades e concentragio do soluto. De forma a reduzir
os custos computacionais envolvidos, utiliza-se neste trabalho a uma técnica de
integracio reduzida para avaliar as matrizes de clemento. Mostra-se através de experi-
mentos numéricos que aumenta-se a eficiéncia do cédigo computacional sem com-
prometer a precisdo dos resultados.
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1. INTRODUGAO

Aguas subterrineas sio de imensa importincia para o ser humano, uma vez que 97 % da dgua
doce disponivel na Terra encontra-se no subsolo. A partir dos anos 80, a énfase nas pesquisas sobre
aguas subterrineas nos paises industrializados mudou de avaliagdo quantitativa para avaliacio e
controle da 4gua [1]. Recentemente, o problema da contaminacio das dguas subterrineas tem preo-
cupado muitos pesquisadores [2]. As dguas podem ser contaminadas por residuos industriais peri-
gosos, chorumes de depdsitos de lixo urbano, derramamento de petréleo, uso de fertilizantes,
pesticidas, herbicidas, e ainda, por residuos radiativos. A movimentagio de um contaminante em um
aqifero depende das propriedades deste contaminante, da geologia do aqiiifero e da velocidade das
aguas. O processo de transporte de um contaminante pode ser basicamente descrito como sendo
advectivo-difusivo-reativo [3]. Assim, os problemas de contaminagio sio complexos e requerem
uma abordagem interdisciplinar. A modelagem computacional pode ser dtil na anilise do escoa-
mento das dguas, onde é possivel realizar simulacées de diferentes situagdes ¢ assim estimar e preve-
nir seus efeitos. Muitos modelos foram desenvolvidos usando diferentes métodos numéricos como
o método das caracteristicas [4], método das diferengas finitas, o método dos elementos finitos
[5,6], entre outros. O modelo aqui adotado ¢ o de escoamento de um contaminante miscivel em um meio
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poroso saturado, que requer a solugio numérica de um sistema de equagdes diferenciais parciais. A primeira
¢ a equagdo da pressio, que associada a Lei de Darcy fornece a distribuicio do fluxo no meio poroso
considerado. A segunda é a equagio de transporte, que descreve o processo de adveccio-difusio-reacio,
e que nos fornece a distribuigio da concentracio do contaminante no decorrer do tempo. Na modela-
gem computacional pelo método dos elementos finitos utilizamos a formulacio clissica de Galerkin
para o célculo do campo de pressdes, ¢ a formulagio estabilizada SUPG [7] para a equacio de transpot-
te. O objetivo do presente trabalho é analisar o comportamento do clemento quadrilitero bilinear com
integracio reduzida [8, 9] tanto para a equagio de pressdes quanto para a equagio de transporte. A
utilizagdo da integracdo reduzida visa diminuir o tempo necessario para a avaliagio dos termos das
mattizes de elemento e residuos, responsivel por grande parte do tempo de processamento, e desta
forma tornar o cédigo mais eficiente do ponto de vista computacional. A precisio dos resultados ¢
assegurada pela utilizagio de uma estratégia de estabilizagio [9].

Sendo assim, a se¢do 2 do trabalho apresenta o modelo matemitico para o escoamento
incompressivel de um contaminante miscivel em um meio poroso saturado. A segio 3 apresenta os
aspectos da integracio reduzida ¢ a estratégia de estabilizagio adotada. J4 a secdo 4, refere-se aos
experimentos numéricos de validagio da metodologia utilizada neste trabalho. Em seguida, na secio
5, sdo apresentadas as principais conclusdes do trabalho.

2. ESCOAMENTO INCOMPRESSIVEL DE UM CONTAMINATE MISCIVEL EM MEIO
POROSO SATURADO

MODELO MATEMATICO

O modelo para a simulagio de transporte de um soluto (componente quimico dissolvido) ou
contaminante, em um escoamento subterrineo objetiva o cilculo das concentracées deste soluto no
tempo. Basicamente, tal cilculo requer a solugdo numérica de duas equagdes matemiticas que des-
crevem o fluxo subterrineo e o processo de transporte. Estas equagdes podem ser obtidas a partir
do principio fundamental da conservagio de massa do fluido. O modelo matematico adotado serd o
quc representa o escoamento incompressivel miscivel através de um meio poroso rigido saturado.
O fluxo de um fluido incompressivel em um aqiiifero confinado é dado pela equagio da continuida-
de ou conservagio de massa e pela Lei de Darcy,

—divv=q em Q §))
V:—EVp em Q )
o

Sujeitas a seguinte condicio de contorno,
v.n=0 em 0Q (3)

onde, v ¢ o vetor velocidade de Darcy com componentes (u,, u), p € a pressio estitica, K ¢
a condutividade hidrdulica do meio poroso, @ é a porosidade efetiva do meio poroso, q é o fluxo
volumétrico, Q representa o dominio espacial do problema, x sio as coordenadas cartesianas ¢ n é
o vetor unitirio normal 4 fronteira 0Q.

O principio da conservagio de massa do fluido requer que a massa liquida (soluto) que entra
e sai do aqiiifero, durante um dado intervalo de tempo, deve ser igual a0 somatério das massas
armazenadas neste reservatério, no mesmo intervalo de tempo. Esta relagio é expressa matematica-
mente pela equagio [10],
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ac 1 dc 1 0 ac 1 %
Ziovy———-——|¢oD; — |-—fFf(c*-C)+0oAc=0 ;-
P TR xR, ox, (‘p i ax}] R, (e —eh+o Sl A

Sujeitas as seguintes condigdes de contorno ¢ inicial:

D(v)Vc-n=0 em 0Q
c(x,0)=cq(x) em Q (5)

onde ¢ é a concentracio do soluto, ¢’ ¢ o valor da concentragio nos pogos, f & o fluxo
volumétrico nos pocos/fontes, A é a taxa de decaimento, [0,T] é o intervalo de tempo de interesse,
e R, .o fator de retardo. O tensor de dispersdo-difusio D € dado por,

D=(Dy, + oy )1+ (o —aT)"Tan‘i ©6)

Para I o tensor unitirio, &, ¢ 0., dispersividades longitudinal e transversal, respectivamente,
e D_cocficiente de difusio isotrépico. Tais coeficientes sio considerados constantes no tempo [11].
MODELO COMPUTACIONAL
- Discretizacdo Espacial

Como na maiotia dos casos priticos a solugdo analitica das equagdes governantes ndo pode
ser obtida diretamente. Portanto, métodos numéricos sio utilizados, como o método dos elementos
finitos, onde as varidveis principais sio substituidas por varidveis discretas de subindice h, definidas
nos n6s de uma malha de elementos finitos.

Equagio da Pressdo

Considerando p, a aproximagao usual de elementos finitos para a pressio, a formulagdo clas-
sica do método de Galerkin para a equagio da pressio (1)(2) € [7],

L[@-Vph}th dQ - quh dQ=0 VWhEUh 7

onde w, ¢ a funcdo discreta de ponderagio e U, é 0 espago de elementos finitos de polindmios
de grau < 2. Introduzindo a aproximagio p, em (7), chega-se 4 seguinte formulagio de elementos
finitos,

P, L K gn | v, de - LqN‘ dQ =0 i j=1...,4
by T i . = (8)

onde N sio as funcdes de forma Lagrangeanas. Esta formulacio pode ser escrita na forma
matricial, $ p = q. Onde S é a chamada matriz global, simétrica ¢ positiva-definida, q é o vetor de
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termos independentes e p € o vetor das pressdes nodais incognitas. A matriz S ¢ o vetor q sio obtidos
a partir das contribuigdes dos elementos. Para o elemento quadrilitero bilinear, tem-se a seguinte
matriz de elemento onde nnel é o ndmero de elementos da malha,
nel 'on
s=) s¢ onde Sf= [VN,—LVN; do Lj=1..4
e=1 Q° pu

@)

Avaliagfio do Campo de Velocidades - Superconvergéncia

Quando a solugdo aproximada de um problema nio é interpolatéria, existem situacdes onde
uma precisio excepeional, assim como taxas de convergéncia de ordem superior 4 estimativa tedri-
ca, ocorrem em certos pontos. Este fendmeno é conhecido como superconvergéncia [12]. Mackinnon
¢ Carey [13] apresentaram uma anilise em séries de Taylor, onde ¢ estabelecida a localizagio geomé-
ttica dos pontos de superconvergéncia para os gradientes. Para o elemento quadrildtero bilineat, o
centrdide do elemento ¢ o lugar onde as derivadas em x e em y tém precisio de segunda ordem. Isso
ocorrerd sempre que o elemento ndo seja irregular ou distorcido. Assim, o campo de velocidades,
dado pela Lei de Darcy (1), ¢ avaliado no centréide do clemento, onde a precisio do gradiente é
assegurada pela superconvergéncia. Logo, temos,

ve = - oN pe (10)

ou

onde o vetor velocidade média de percolagio é assim avaliado no centréide do elemento a
partir do campo de pressdes obtido com a utilizagio da integragio reduzida na solugio da equacio
(1), e N, sdo as fungdes de forma avaliadas no centréide do elemento. £ importante notar que
quando se trata de malhas distorcidas, a convergéncia de ordem superior nio pode ser garantida no
centroide do elemento. Pode-se nestes casos utilizar, por exemplo, uma técnica de pds-processamento
para garantir taxas de convergéncia superiores [14].

Equacido de Transporte

Como o problema frequentemente apresenta um cariter predominantemente advectivo, o
método de Galerkin pode levar a oscilagdes. Por este motivo, utiliza-se a formulagio SUPG, que
utiliza fungdes peso descontinuas onde as fungdes peso de Galerkin sio somadas perturbagées que
atuam na dire¢do das linhas de corrente. Utilizou-se também um operador de captura de choques
[15], levando a resultados melhores (com menos oscilagdes). Para a equagio de transporte (4) tem-
se a seguinte formulacio aproximada,

nel nel

1 *
B(wy,Cp) +ZL1:thwh (L(ch)—H—chf)dQ+ZLtc VWV Ve, dQ = L(wp) (q1)
e=1 f e=1

onde,

B(w;,Cp,) = Lth(ch) dQ

1 x
L(Wh)= LR—fWhChfdQ (12)
acy, 1 . T g 1
L(cy)= (p? - R—dw((pDVch) + " diviov, cp,) + R—cplch
f f f
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siio os termos de Galerkin. O termo envolvendo o somatério representa a parcela de estabiliza-
¢io do método SUPG, sendo L(c, ) € o residuo da equagio (4) calculado no interior dos elementos. Os
parimetros T e T, sio calculados de acordo com [7] ¢ [15]. Em forma matricial temos,

Mc+Kec=f (13)
Onde,

K: Ka +Kd +Kpg +ch +Kd!‘ +Kdrpg (14)
M=M, + M (15)

onde os subindices d, a, pg, cd, dr e drpg indicam difusido, advecgio, a patcela de Petrov-
Galerkin, a parcela de captura de descontinuidades, o termo com decaimento radioativo e sua parce-
la de Petrov-Galerkin, respectivamente.

Como no caso da equagio da pressio, tais matrizes podem ser obtidas a partir da contribui-
¢io dos elementos, de forma que para o e-ésimo elemento temos as seguintes componentes,

M = LE(pN,. N, dQ (16)
Mggii = LBT OVN,-vN, dQ (17)
Kf;“ = LE(DVNiDij VN; dQ (18)
K: = Le(pNiv- VN, dQ (19)
Ke,, = [ TOVN, V@V IN, dQ )
cedij — .[1“ T, VN, - V-VN; dQ _ @1)
Kgrq = _LBA‘(DNi -Nj dQ 22)
grpgu = LJ\/L‘([)VNi -V Nj dQ (23)
" = 1 :
Onde i,j=1,...,.4¢e V= |- WV® V , segundo|15].
v

I usual a utilizagio da quadratura numérica para avaliagdo das integrais presentes nestas equa-
coes. A integragio numérica de Gauss para o elemento bilinear necessita de 4 pontos de quadratura. A
utilizagio da integragio reduzida vem reduzir os custos destas avaliag6es, uma vez que utiliza somente
1 (um) ponto de quadratura como serd visto mais adiante.

- Discretizagdo Temporal
A discretizacio no tempo pode ser feita pelo método implicito-sequencial [11] (incondicional-

mente estivel), onde as aproximagdes da pressio ¢ da velocidade sdo tratadas de forma desacoplada da
equagio de transporte. Assim, resolve-se a equagdo da pressio, em seguida avalia-se as velocidades no
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centréide do elemento através da aplicagdo da Lei de Darcy, ¢ entiio é resolvida a equagio de transpotte
em cada passo de tempo. A diferenciagio no tempo serd aproximada pela regra trapezoidal generaliza-
da, utilizando-se um algoritmo preditor-multicorretor para o avanco no tempo do passo na n+1.

3. INTEGRACAO REDUZIDA

As implementagdes do método dos clementos finitos utilizam com freqiéncia a quadratura
de Gauss na avaliagio das integrais oriundas da formulacio do problema. A chamada integracio
reduzida, ou seja, a utilizacio de um dnico ponto de integragio na avaliagio das integrais, é aqui
utilizada com a finalidade de reduzir o custo computacional da avaliacio destas integrais. Por outro
lado, a utilizagio da integragio reduzida pode provocar o surgimento de oscilagdes espurias. Este
fendmeno se deve a deficiéncia de posto das matrizes, e pode comprometer a qualidade das solu-
¢oes [16]. Desta forma, ¢ necessirio controlar estas instabilidades, afim de se obter solugbes preci-
sas. Existem diversos métodos de estabilizagio para problemas difusivos [9, 17], e para problemas
advectivos [18,20]. Neste trabalho, utiliza-se o método proposto por Belytschko e co-autores [9]
para avaliagio das integrais. Este método consiste basicamente na modificagdo do gradiente discre-
to a fim de recuperar o posto correto das matrizes de elemento [8]. Em outras palavras, a idéia
principal do método ¢ adicionar 4 matriz de elemento avaliada com um tnico ponto de quadratura
de Gauss, termos de estabilizacio construidos 2 partir da formula¢io variacional de Hu-Washizu.
Estes termos corrigem a deficiéncia de posto das matrizes, evitando o surgimento dos modos espu-
rios, e garantindo a precisio dos resultados. Considerando-se a matriz de clemento K¢ advectiva-
difusiva-reativa (14), oriunda da equagio de transporte, os resultados a seguir também se aplicam a
equagio da pressio (difusiva), onde §¢ = K,. Cada um destes termos pode ser calculado como a
soma da parcela devida a integragio reduzida (IR) e da parcela de estabilizacio (ESTAB),

K= K(IH} * K(ESTAB) 24)
Assim,
g(IR) =@Ab,D bjT ] (25)
4 A
a(R) = (Pzt(vibiT) (26)
Koatm) = T@A (b, v, v, b,T) @7
Kooy =T A(bV b,T) (28)
awg(r) = A Kogim) (29)

Com i,j=1,2. Nas equacdes acima,

th=f1- 1.1 1}
1
bI:ﬁ{yzrﬂf Yar Ya ym} (30)
_—
b {X42 Xz Xpq x31}

2" 2A
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Nestas equagdes, A € a drea do elemento, ¢ x, SR A As matrizes (25) a (29) sdo
deficientes de posto. Para anular os cfeitos mdese]avms quL podem ocotrer com o uso da integragio
reduzida, adiciona-se os termos de corregio obtidos modificando-se o gradiente discreto VN,

b!
VN =1b;
- (31)
onde,
L T y)b,)
Y=a h-(h" x)b, —(h" y)b, (32)

Para h' = {1 -4 1 —1}. Desta forma chega-se ds seguintes parcelas de estabilizacio,

Kesramy =@ YDY™ [ .66, 00 63
S eerams =0 Byviy’ L X;G; dQ (34)
Keyestan) = TOAYVXV YT [ G0, dQ (35)
K earany = T YVY _L GG d< (36)
erg(ESTAB) = M Kigestas) 37

onde £ = 1/4 (A & M) e &, M sdo as coordenadas naturais. Detalhes sobre o cilculo de ¥ na
equagio (32) e sobre a obtengio das equagdes (33) a (37) podem ser encontradas em Liu e Belytschko
[8], Jacquote ¢ Oden [19], Dias ¢ Coutinho [20,21,22,23]. Verifica-se que K serd exata em malhas
regulares (retingulos e paralelogramos) [20]. A convergéncia do método foi comprovada em traba-
lhos anteriores, onde se mostrou que o campo de pressdes ¢ de concentragdes obtidos desta forma,
tem a mesma ordem de convergéncia obtida com a utilizagio da quadratura completa de Gauss (8,
9,20, 21]. A superconvergéncia do campo de velocidades também foi atestada em malhas regulares.

Observagdes:

#1.Na quadratum de Gauss seriam necessarias 20 avaliagdes de matrizes para a obtengdo de
K® (ou seja, K K ch, Kime avaliadas em cada um dos 4 pontos de integragio), com a
metodologia utihzada este namero cai a metade. Além disso, como todos os termos das
matrizes sio conhecidos explicitamente, o ganho computacional pode ser ainda maior, ¢ o
c6digo ¢é ideal para a utilizagio em miquinas vetoriais. Testes de desempenho foram reali-
zados em computadores e supetcomputadotes comprovando a eficiéncia computacional
do método [20, 21]. Estes testes demonstram que a economia de tempo pode chegar a
cerca de 60 %. Também ¢é importante notat que os termos dependentes do tempo na equa-
¢ido (3) nio sdo calculados de forma usual.

# 2. A chamada matriz de massa consistente é calculada exatamente e secu calculo é
implementado explicitamente [22,23]. O mesmo ocorre com a matriz K, = AM.
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4. EXPERIMENTOS NUMERICOS

ESCOAMENTO UNIDIMENSIONAL

Bste exemplo [3] trata do transpotte unidimensional de um soluto em um sistema aquifero
de comprimento L=12 cm, sujeito is condicées de contorno ¢ inicial,

vc"‘=vc—Da—C em x=0
ox
dc
&"=O em x=| (38)

c(x,0)=0

ondev =0.10em/s, o, =0.1¢, o =0.1cm, @, =\, 0.1 ¢ os elementos tem lados Ax = 0.1 cm.

Para ilustrar a precisio da implementagdo aqui utilizada simula-se o efeito da incorporacio
do fator de retardo representando um processo de sorgio linear irreversivel, o exemplo ¢ avaliado
em t = 240 s, onde trés diferentes curvas sio plotadas na Figura 1, correspondentes a trés valores
para o fator de retardo (R, =2, R, =4 ¢ R, =40). Estes resultados estio em concordincia com os
apresentados na referéncia [3] para o programa MOC3D e a solucio analitica.

1 — .
~
\
08 | \ m
\
2 \
L b 4
é 06 y
E \
& Y
2 \
5 04 y Rf =40 — -
O \ Rf= 4 —
\ Rf= 2 —
02 - \\ =
\
\"\
0 il i VI\. — L
0 2 g 10 12
DISTANCIA (cm)

Figura 1 - Transporte com Diferentes Valores de Fator de Retardo para o Problema de Escoamento
Unidimensional com Substincia Reativa.

O efeito do decaimento pode ser verificado, quando para o mesmo exemplo toma-se a taxa
de decaimento A = 0.01 s™'. A Figura 2 mostra os resultados obtidos pelo método dos elementos
finitos com integracio reduzida estabilizada, em 4 diferentes instantes da andlise (t=30s,t=60s,
t=90s et =120 s). Verifica-se novamente a concordincia entre 0s mesmos.
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t=1208 —— A
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lligura 2 - Transporte com Decaimento Radioativo para o Problema de scoamento Unidimensional
com Substincia Reativa

Vale acrescentar que uma descrigio realistica do transporte com virias reagdes quimicas requet a
consideracio de componentes multiplas no sistema. Surgem entio equagées diferenciais adicionais
oriundas das relacdes de equilibrio, formando um conjunto acoplado de equagées governantes para o
transporte advectivo-difusivo-reativo. A modelagem deste problema é complexa e serd tema de estudo
futuro.

A Tabela 1 mostra a relagio entre os tempos de processamento gastos na montagem das
matrizes de elemento. Esta relacio foi observada em todos os exemplos, onde nota-se a grande
economia na utiliza¢do da integracio reduzida estabilizada em relagdo a quadratura de Gauss. Eco-
nomia esta que pode chegar a 0.25 % do tempo gasto pela integragio tradicional. Em particular para
o exemplo acima, o tempo total de processamento para a andlise foi de 17.28 s para a quadratura de
Gauss, enquanto para a integragio reduzida estabilizada foi de 11.28 5. Estes resultados foram obiti-
dos no IBM 590 do LNCC.

Tabela 1 - Relagdo entre Tempos de Processamento para as Rotinas de Montagem
das Matrizes de Ilemento

Tempo de CPU |
Matrizes IR Estabilizada Gauss 2x 2 |
Pressdo 1 0.25 |
Transporte 1 0.50 |
5. CONCLUSOES

Este trabalho mostrou a udlizacio do elemento Lagrangeano bilinear associado a integragao
reduzida, de forma segura e precisa, na simulagdo de processos de contaminagio de aqiiiferos. A
principal vantagem desta metodologia ¢ a avaliagio das matrizes de elemento com boa precisdo e
economia de no minimo 50 % do tempo de processamento. Além disso, o ganho computacional
pode ser ainda maior j4 que com a integragio reduzida é possivel conhecer todos os termos das
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matrizes explicitamente, ¢ o cédigo apresenta caracteristicas favordveis a sua utilizagio em miquinas
vetoriais. Os ptimeiros expetimentos numéricos aplicando a metodologia de integragio reduzida para
escoamentos em dguas subterrineas se mostraram promissores. A escolha dos exemplos de validacio
se deve a possibilidade de comparagio com os resultados do programa MOC3D [3], muito utilizado
para este tipo de aplicagio. Exemplos mais complexos devem ser avaliados e pretende-se efetuar testes
bidimensionais, a extensdo para modelos tridimensionais e com multiplas espécies.
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