CALIBRACION AUTOMATICA DE PARAMETROS EMPIRICOS ASOCIADOS A

FUNCIONES NO LINEALES

Andrés Alcolea® & German A. Galarza®

Resumen - El problema inverso en hidrologia subterranea consiste en la estimacion
de los parametros de un modelo, a partir de las respuestas del sistema (niveles,
concentraciones, etc.) y de informacién previa sobre los propios parametros, tanto
fisicos (conductividad hidraulica, almacenamiento especifico, etc.) como empiricos
asociados a alguna funcién no lineal, también empirica, que controla la evolucién de
los pardmetros fisicos en funcion de la variable de estado. Su uso es poco frecuente
en la modelacion de procesos en la zona no saturada. El inconveniente se halla en el
elevado grado de incertidumbre que presentan estos parametros empiricos (que, en la
mayoria de los casos, controlan sobremanera la respuesta del modelo), asi como en la
dificultad intrinseca del problema matematico. En este trabajo se presenta una
metodologia de aplicacién del problema inverso a casos complejos, referentes a la
modelacion en zona no saturada. Asi, en la primera parte del presente trabajo se
desarrolla la formulacibn matematica relativa al problema, para presentar en la
segunda, a modo de ejemplo, los resultados obtenidos por aplicacién de la
metodologia a un problema sintético. Los mismos muestran las capacidades del

meétodo y el algoritmo empleados.

Palabras clave - Flujo No Saturado, Problema Inverso, Van Genuchten.

1 .- INTRODUCCION

Las ecuaciones que gobiernan la resolucion de problemas de flujo de agua en
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medio poroso pueden presentar distintos tipos de no linealidad. Por ejemplo, en medio
saturado y acuifero libre, la transmisividad es proporcional al nivel piezométrico
(aproximacion de Dupuit). En el caso mas general, cualquier parametro involucrado en
dichas ecuaciones puede depender de la variable de estado (incognita de la ecuacion).

Para la descripcion de dicha dependencia se emplean diversas relaciones (alguna
de ellas empirica), entre los parametros de la ecuacion y la variable de estado. Estas
relaciones suelen expresarse por medio de funciones no lineales.

En este campo se han realizado numerosos estudios 23

para intentar obtener
distintas curvas de ajuste, tratando de reproducir la variabilidad de los parametros de
las ecuaciones en funcion de la variable de estado. La problematica asociada a este
tipo de funciones es la aparicién de parametros de ajuste en sus expresiones (y que,
en adelante, denotaremos como empiricos), a veces sin sentido fisico alguno. Ademas,
generalmente, el grado de incertidumbre que presentan es elevado y controla
sobremanera la evolucion de la variable de estado. Este indeseado efecto puede dar
lugar, en ocasiones, a graves errores en la prediccion del modelo. Asi, resulta util
disponer de una herramienta capaz de proporcionar una buena estimacion de este tipo
de parametros (necesariamente de forma automéatica), a partir de datos sobre la
respuesta del sistema real (en este caso, niveles piezométricos) y, si es posible, sobre
los parametros del modelo, bien sean hidraulicos, como conductividad hidraulica,
almacenamiento especifico, etc, o empiricos de las funciones no lineales. Con este
propésito, entre otros, se ha actualizado un cédigo de elementos finitos ¢ que,
originalmente, so6lo permitia la estimacion de paradmetros hidraulicos.

El problema general, descrito anteriormente, consta de dos partes bien
diferenciadas. La primera de ellas, conocida como problema directo o simulacion,
consiste en la resolucion numérica del problema fisico (esto es, la obtencion de la
variable de estado). Sobre ella trata la primera parte del presente trabajo, si bien se
encuentra ampliamente documentada en la literatura especializada **°. La segunda,
conocida como problema inverso, consiste en la estimacion propiamente dicha de los
parametros inciertos, mediante aplicacion de un método de optimizacion. La

formulacion utilizada se describe ampliamente en la segunda seccién del documento.

2 .- FORMULACION DEL PROBLEMA DIRECTO
La herramienta mas recurrida para estudiar el movimiento del agua a través de
medios porosos es la ley de Darcy (1856). Esta ley establece que el flujo de agua entre

dos puntos, en un medio saturado, es proporcional al gradiente de nivel piezométrico
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gue existe entre ellos. En forma vectorial, puede escribirse como:
= -KKNh (1)

donde q [LT %] es el flujo volumétrico de agua (cominmente velocidad de Darcy), K
[LT Y] es el tensor de conductividad hidraulica del medio y h [L] es el nivel
piezométrico, cuyo significado fisico es potencial de energia por unidad de peso de
fluido. Este término se puede expresar en funcién de sus componentes: la gravitatoria
o de posicién (z) y la de presion (p/rg), siendo z [L] la altura sobre un nivel de
referencia, p [FL?] la presion actuante en el fluido, r [ML™] la densidad de éste y g la
aceleracion de la gravedad.

Por otra parte, la ecuacién de conservacion de masa establece el balance de
fluido sobre un volumen de control (suponiendo densidad constante), en un instante

dado como

fiq .
— =-Nxq+q, 2)
Tt
en la que q [-] representa el contenido volumétrico de agua, g, [T ] engloba los
términos fuente/sumidero y t [T] denota tiempo.

Combinando las expresiones anteriores, se obtiene la llamada ecuacion de flujo:

fla .
— =N x[KNh] +d, (3)
i
Como se esboz6 en la introduccion, es conocido que la conductividad hidraulica
depende del grado de saturacion, por lo que, en el &mbito de la modelaciéon en zona no

saturada, se suele escribir como el producto de dos componentes:
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(K) 5= (K) i K" (Sw) (4)

| o

S, = (5)

—h

donde f [-] denota porosidad, K°® es el tensor de conductividad hidraulica
correspondiente al estado de saturacion y K" es una funcion no lineal, que depende

del grado de saturacion S,,. Resulta conveniente definir succién como:

y =" 6)
rg

Aplicando las expresiones anteriores, junto con la regla de la cadena a la

ecuacion (3) se obtiene:

aaTs,, i Oﬂy 3
8 +S, — —NX[K(SW)N(y+z)]+qr )
Ty Ty gﬂt

Por otra parte, la variacion del contenido volumétrico de agua en el sistema (3),
se produce por dos fendmenos distintos: en primer lugar, por deformacion elastica del
medio, bien sea ésta por variaciéon de porosidad (cambios en la presién ocasionan
modificaciones en la estructura del medio) o por efecto de la compresibilidad del fluido
(variaciones de densidad). En segundo lugar, evidentemente, por entradas/salidas de
fluido en el medio.

Dado que se ha supuesto nula la variacién de la densidad, el cambio en el
contenido volumétrico de agua se puede expresar en funcion del almacenamiento
especifico Ss, definido como el volumen de fluido liberado o absorbido por unidad de
volumen de acuifero, cuando se produce una variacion unitaria en el nivel

piezométrico:

S. = — (8)

De esta forma, la ecuacion (7) se transforma en:
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1S, o [ ) ]
g +5,Sc T = N x{KR(y +2)|+q, 9)
Ty 73

La resolucion analitica de la ecuacién anterior no es posible mas que en unos
pocos casos sencillos, debiendo recurrir a técnicas de resolucién numérica. En este
caso, se realiza una discretizacion del modelo, separadamente en el espacio y en el
tiempo. En el espacio se discretiza mediante elementos finitos, mientras que el
tratamiento temporal se realiza segun diferencias finitas ponderadas.

Tras algunas manipulaciones, la ecuacion anterior adquiere la expresién siguiente
6,7,8

k+1 k
k+e k+q k+e Y -y k+q

Aly )y +Dly ) =b (10)
Dt
donde A y D son matrices que dependen de la forma de los elementos, de los
parametros de flujo (conductividad hidraulica y almacenamiento especifico
respectivamente) y del vector variable de estado y a través de las funciones no
lineales; b es un vector que engloba los términos fuente/sumidero, ademas de las
condiciones de contorno del modelo. En la expresion anterior, la ponderacion temporal
de la variable de estado se realiza mediante el escalar g, mientras que las matrices A 'y

D se evaltan con el valor de la misma en el tiempo k+e.

El método utilizado para la resolucion de la ecuacion (10) es el de Newton-
Raphson completo pues, de este modo, la matriz de coeficientes relativa a la solucion
de los problemas directo e inverso coincide. No obstante, caso de resolverse
Unicamente el problema directo, pueden usarse otras aproximaciones, menos
sofisticadas, como las del método de Newton-Raphson modificado, el método de
Picard, etc.

En definitiva, se trata de hallar un vector de incognitas y, de forma que la funcién
vectorial de error f se anule, segun la expresion siguiente:

k+1 k

k+e k+e k+ k+e Y -y k+
fy ) =AYy Tepy )b T =0 (11)
Dt

El sistema de ecuaciones anterior se resuelve de forma iterativa, hasta conseguir
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gue la funcion vectorial de error (11), sea lo suficientemente pequefia. Se toma dicha

decision en funcién de una serie de tolerancias de convergencia.

3.- PROBLEMA INVERSO. FORMULACION

El problema inverso consiste en obtener el mejor estimador de los parametros de la
ecuaciéon que representa el sistema fisico, utilizando informacién previa sobre los mismos
(obtenida, por ejemplo, mediante ensayos de laboratorio, documentacion al respecto o por
experiencia previa), su estructura de correlacion y sobre la propia variable de estado.

El problema inverso en el contexto de las aguas subterraneas, consiste en la
estimacion de los parametros de un acuifero (bien sean estos fisicos, tales como
conductividad hidraulica, almacenamiento especifico, etc., o empiricos asociados a
funciones no lineales), a partir de medidas directas de los mismos y de variables
dependientes de los mismos, tales como niveles, concentraciones, etc.

Existen diversas formulaciones del problema inverso * * . En lo que sigue, se
adopta la basada en el método estadistico de la Maxima Verosimilitud, incluyendo
informacion previa sobre los parametros del modelo *%. Por completitud, en este apartado
se presentan las caracteristicas basicas de dicha formulacién. Para un mayor nivel de
detalle, se puede consultar la bibliografia especificada.

La verosimilitud L(p¥Z) de una hipdtesis sobre los valores de los parametros p,
dados los datos z = (h", p’) (h" denota el conjunto de datos de niveles piezométricos,
mientras p  denota los referentes a los parametros del modelo) y una estructura del
modelo prefijada, se define como proporcional a f (z¥p), funcién de densidad de
probabilidad de haber observado z= dados los pardmetros p. Asi, la estimacion
empleando el método de Maxima Verosimilitud consiste en hallar los parametros p, de
forma que L(p¥z) sea maxima. Para completar los datos, es necesario especificar el
vector z* y la estructura de correlacion o de error entre las componentes de dicho vector .

En adelante, se supondra que la estructura de dicho error se aproxima por una
distribucién multi-Gaussiana con media nula, con lo que quedara perfectamente definida
mediante la matriz de covarianza. Esta hipotesis se basa en el teorema del limite central,
segun el cual, la distribucién de un gran namero de pequefios errores aleatorios (en este
caso, errores de medida), se puede aproximar mediante una distribucion multi-Gaussiana.
Ademas, la hipotesis de multinormalidad permite el calculo de intervalos de confianza de
la estimacién de los parametros y la realizacién de tests de significacién °, si bien esto

también puede realizarse adoptando otras distribuciones estadisticas.
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Es conveniente suponer la matriz de covarianza como:

C, :Sﬁvh

12
C, =s?V, (12)

donde C,y C, son las matrices de covarianza de los niveles observados y la asociada al
tipo i-ésimo de parametro, respectivamente; V, y V, son matrices conocidas y definidas

positivas y s? y s? son escalares desconocidos.

Con las hipétesis anteriores y suponiendo la distribucion multi-Gaussiana antes

comentada, la verosimilitud de p dado z', se expresa como:

N

Loz )= (@) *[C ve]- Sz 2)'c - z*)g (13)

siendo N el nimero total de datos disponibles y C la matriz de covarianza. En general,

dado que las medidas de niveles y la informacién previa sobre los parametros no estan

correlacionadas, puede suponerse que la matriz C presenta la siguiente estructura:
c- &, 00

_ﬁo C,p5 (14)

donde la matriz C, incluye las correlaciones entre todos los parametros y es diagonal por
blogues, suponiendo que las estimaciones previas de los diferentes pardmetros no estén
correlacionadas.

Hallar el maximo de L(p¥z) es equivalente a hallar el minimo de:
s=-2n(L(pz)) (15)

Se denota como J, y Ji las contribuciones de los niveles y de la informacién previa
asociada al i-ésimo tipo de pardmetro:

3, =(h-h)'V;ih-h')

) * (16)
J=@E-p)ViE-p)
Asi, sustituyendo sustituye las expresiones anteriores en (15), se obtiene que:
S—J“+°Ji+lnv +3 InV.[+n Ins2+3 n Ins? +NIn(2 17
= z+ta prinvif+ainVvi+n,ins;+ g nins; (2p) (17)
h | i i i
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donde n, es el numero de datos de niveles y n; el nimero de datos sobre el tipo de

parametro i-ésimo.

Suponiendo conocida la estructura de correlacion (matrices C, y Cj), la expresion

anterior se reduce a:

S=J,+§ | J +constante (18)
2

|, =2h (19)
Si

En este caso, la formulacién del problema inverso, segun el método de la Maxima
Verosimilitud, se reduce a la minimizacion de la expresién (18), convirtiéndose en un
13, 14

problema de optimizacién. Para ello, se ha adoptado el método de Marquardt , Si bien

15, 16

existen numerosas alternativas como el método de Simulated Annealing , métodos

hibridos 1" 8 etc.

4.- DESCRIPCION DE LAS FUNCIONES NO LINEALES DE VAN GENUCHTEN

Van Genuchten ! formul6, de forma empirica, dos tipos de funciones no lineales,
una para la conductividad hidraulica (en funcién del grado de saturacion) y otra para el
grado de saturaciéon (en funcién de la presién). A continuacién se describen dichas
funciones y sus parametros asociados.

La conductividad hidraulica relativa se calcula como (recterdese la expresion (4)):

2

‘:f' & O/Vo@
r S, -S. eS, - Swin
max min é max m|n ﬂé

donde Sy, es el grado de saturacion del medio, Smax Y Smin SON las saturaciones maxima
y minima, respectivamente y | es un parametro empirico que controla la forma méas o

menos abrupta de la curva. El grado de saturacion viene dado por la expresion:

al-
SW(p):S’min "‘(Smax i Smin) aepé &)

+§pc

DD D D
oo o oo
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donde p. es un valor umbral de presién, conocido como presion de entrada o de
burbujeo. Esta ultima representa el valor minimo de la presiéon de la fase gasesosa en
el medio, para que ésta penetre en los poros del mismo, desplazando asi la fase fluida
(inicio del proceso de desaturacién) °. En forma grafica, podemos observar la
sensibilidad de ambas curvas al parametro empirico | donde, por comodidad, se utiliza
en el eje horizontal de las graficas la saturacién efectiva, definida como:

S = SW - Smin

—mn_ 22
) Smax - Smin ( )

Obsérvese que la ultima expresién adquiere valores entre 0 y 1, correspondiendo el

primer valor al estado de saturacion minima y el segundo al de saturacion maxima.

1.0E+00
1.0E-02

1.0E-04 //
1.0E-06 /

1.0E-08 /
1.0E-10 /

1.0E-12 —LAMBDA=0.5 —

— LAMBDA=0.95

PERMEABILIDAD RELATIVA [-] (log)

LAMBDA=0.1

l.OE'14 T T T T T T T T T
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0

SATURACION EFECTIVA [-]

Figura 1. Sensibilidad de la permeabilidad relativa al parametro empirico | .

Considérese, por ejemplo, un valor de 0.95 para la saturacion especifica. La
permeabilidad relativa del medio adquiere valores de 0.85, 0.45 y 7307 para valores del
parametro especifico 0.95, 0.5 y 0.1, respectivamente. Esto implica que una reduccién del
valor de | implica una reduccion de la permeabilidad total del medio, si se mantienen

inalterados el resto de condiciones y parametros.
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Considérese ahora un valor 0.1 para la saturacion especifica. La succion
adquiere valores de unas pocas atmosferas (proximos a la presiéon de entrada) para un
valor elevado del parametro empirico (0.95), mientras que la succion es muy elevada
para valores inferiores del mismo (0.5 y 0.1). En la figura 2 se observa la gran

sensibilidad de la variable de estado al valor del parametro especifico.

1.0E+05
— LAMBDA=0.95
— LAMBDA=0.5
LAMBDA=0.1
1.0E+03
> N
S ~—
) \
z 1.0E+01 T—=
©
[%2]
L
[a g
o
1.0E-01
lOE'O3 T T T T T T T T T

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0
SATURACION ESPECIFICA

Figura 2. Sensibilidad de la curva de retencién al parametro |

Para este tipo de funciones no lineales, el parametro | podria considerarse como
una medida de la velocidad de saturacion del medio: un valor del parametro proximo a
cero implica que el medio no comienza a saturarse (succion proxima a cero) hasta que
el grado de saturaciéon es proximo al maximo (la saturacion efectiva tiende a la unidad).
En cambio, un valor de | préximo a la unidad permite que el medio comience a

saturarse para valores de saturacion efectiva inferiores.

5.- EJEMPLO

La metodologia descrita se aplica a la modelacion de la infiltracion de agua en
una seccion de 1x0.7 de superficie (en adelante se trabajara con unidades genéricas y

se supondra una profundidad unitaria en la tercera dimension), en estado inicial no
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saturado, con un nivel piezométrico inicial definido por la funcion h=-y, siendo y la
coordenada del punto. Se considera una condicion de contorno de nivel nulo en el
borde inferior, mientras que el resto se consideran impermeables. Por otra parte, en la
seccion se produce una entrada de agua constante en el tiempo, en su esquina
superior izquierda, de valor 10 7' [L3T™]. El medio est4 formado por dos materiales,

cuyos parametros son los descritos en la siguiente tabla:

Parametro / material Material superior Material inferior
Cond. hidr. estado saturado 1.0 0.5
Almacenamiento especifico 1E-6 1E-6
Param empirico | 0.6 0.5
Saturacion minima 0.0 0.0
Saturacion méaxima 1.0 1.0
Presion de burbujeo 0.1 0.1
Porosidad 0.5 0.4

Tabla 1. Parametrizacion del modelo

0.25
— /]

1.0

Q=01

0.175

l:l Material 1 Material 2

) Puntode
observacion

11



Figura 3. Geometria del modelo, condiciones de contorno y distribucion de los puntos de

observacion.

La discretizacion espacial se realiza mediante doscientos elementos triangulares, tal
y como se esboza en la figura anterior. El intervalo de tiempos de simulacién es de 0.1 [T],
suficiente para que el medio se sature (parcialmente). Los resultados de la simulacion se

presentan en la figura siguiente, para el tiempo inicial y uno préximo a éste (t=0.059).

CONDICION INICIAL (t=0)

h it

Figura 4. Distribucion de niveles piezométricos para t=0 y t=0.059
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En la figura anterior se puede apreciar cual es la evolucion del nivel piezométrico
(eje vertical) en la seccion. En ella se distingue claramente la posicion y el efecto de la
inyeccion de agua. Obsérvese que, para un tiempo proximo al inicial (t=0.059), la parte del
medio colindante al punto de inyeccién ya se ha saturado.

El propésito de este ejercicio es hallar una estimacion para los parametros empiricos
de las funciones no lineales que caracterizan los materiales, mas en particular, para los
parametros | , dada la alta sensibilidad de la variable de estado a estos, como se comentd
en el apartado anterior.

La metodologia empleada *° para la calibracién de los parametros inciertos se puede
resumir en dos pasos. Primero, a partir de la estructura del modelo antes comentada
(considerada como “real”), se resuelve el problema directo o simulacién, obteniéndose el
valor de la variable de estado en todos los puntos de la malla de elementos finitos (valores
“reales”) y, en particular, en la red de puntos de observacion dispuesta en la Figura 3.

Dado que todo proceso de medida esta sujeto a error, los valores “medidos” se
obtienen afadiendo a los “reales” una componente aleatoria, representando el error de
medida. En este caso, dicho error se representa mediante una distribucion Gaussiana de
media nula y desviacién impuesta (valores de 0.01 y 0.05) en virtud, de nuevo, del
teorema del limite central.

En la siguiente figura se observa la magnitud del error de medida para el punto de

inyeccion, con una desviacion de 0.05.

0.15

0.1 -

0.05

0 T T T T T T T T T
0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09 0.10

-0.05 ~ = .

NIVEL [L]

-0.1

-0.15 -
L
-0.2 - .
- " L - -
0.25 . . — NIVEL REAL

= NIVEL MEDIDO
— ERROR DE MEDIDA

-0.3
TIEMPO [T]

Figura 5. Evolucion del nivel calculado vs nivel medido. Error de medida
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En el caso de estudio se dispone de un total de 500 medidas de niveles
piezométricos, correspondientes a 10 puntos de observacién y 50 tiempos de medida. En
cuanto a los valores iniciales de los parametros a calibrar, se toman unos muy distintos a
aquellos supuestos como “reales” (los que dieron lugar a los niveles “reales”). La
desviacién estandar considerada para estos es de 0.1.

Los resultados se presentan en la tabla siguiente, donde se puede observar que,
pese a la disparidad entre los valor “reales” de los pardmetros y los impuestos
inicialmente, el algoritmo consigue alcanzar los valores “Optimos” de los parametros (bajo
ambas hipétesis de nivel de error).

Se presentan resultados bajo cuatro hipotesis distintas: en primer lugar,
considerando o no informacion previa sobre los parametros a estimar, y cada una de

éstas, bajo dos niveles distintos de error de medida en los niveles piezométricos.

Tabla 2.

Variable/hipotesis s=0.01 s$=0.05
Funcion objetivo total (final) 533.6 712.6
Func. obj. de parametros (final) 0.539 179.6
Func. obj. 6ptima (valor esperado) 534 534
Norma del gradiente (final) 10.81 419.0
Param. inicial (zona sup.) 0.3500 0.3500
Param. calibrado (zona sup.) 0.5975 0.5937
Param. inicial (zona inf.) 0.3500 0.3500
Param calibrado (zona inf.) 0.5016 0.4537
Numero de iteraciones p. inverso 16 29
Numero de iteraciones p. directo 11465 18721

Resultados obtenidos considerando informacion previa sobre los parametros a

estimar.

Variable/hipotesis s=0.01 s$=0.05
Funcion objetivo total (final) 533.0 532.9
Func. obj. 6ptima (valor esperado) 534 534
Norma del gradiente final) 10.81 5.934
Param. inicial (zona sup.) 0.3500 0.3500

1% Joint World Congress on Groundwater
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Param. calibrado (zona sup.) 0.5975 0.5889
Param. inicial (zona inf.) 0.35 0.35
Param calibrado (zona inf.) 0.5016 0.4533
Numero de iteraciones p. inverso 16 17
Numero de iteraciones p. directo 11465 12073

Tabla 3. Resultados obtenidos sin considerar informacion previa sobre los parametros a

estimar

En las tablas anteriores, se entiende por valor “6ptimo” de la funcién objetivo, aquel

gue se obtiene por simulacion del modelo real, utilizando como medidas los datos

“perturbados” (medidos) de nivel piezométrico. A continuacion se presentan los resultados

de forma gréafica, bajo la hipétesis supuesta en la tabla 2, con errores de medida

correspondientes a una desviaciéon s=0.05.
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Figura 6. Evolucion del valor de la funcion objetivo, en funcion del numero de iteraciones

efectuadas por el método de Marquardt.

1% Joint World Congress on Groundwater

15



0.7

05 = = = = = = = = = s/m ®m ®m m m m ® S S N S B N N N B N BB

VALOR DEL PARAMETRO

Lambda zona superior calib.
Lambda zona superior real
— Lambda zona inferior calib.

= Lambda zona inferior real

0.3 T T T T T
0 5 10 15 20 25 30
NUMERO DE ITERACIONES

Figura 7. Historia de parametros estimados, en funcion del ndmero de iteraciones

efectuadas por el método de Marquardt.

Los resultados reflejan como, para el caso de estudio, el uso de la informacion
previa sobre los parametros a estimar resulta irrelevante, hecho atribuible a que, dada la
cantidad de datos de nivel piezométrico disponibles, dicha informacién resulta
innecesaria. Asimismo, se observa como, en los cuatro casos, se consigue alcanzar un
valor (final) muy similar en cuanto a los parametros a calibrar.

Ademas, la calidad de la calibracion puede contrastarse mediante la comparacién de
los niveles medidos con los calculados tras el proceso de calibracion.

Se presenta a continuacién una de estas gréaficas, obtenida bajo la hipétesis de
informacién previa y error de medida de niveles piezométricos correspondiente a una
desviacion de 0.05, asi como una tabla resumen con informacion sobre los errores (tras la

calibracién) en los puntos de observacion para dicha hipétesis.
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min max | (1/n) x min max (/n) x s

(h-h") | (h-h") |& (h-h) N YY) Yh-h"% |8 ¥h-h'Y (abs.)
P1 -0.1363|-0.0427[-0.0080 | 0.3712 | 0.0427 | 0.1363 | 0.0438 |0.2122
P2 0.0144 | 0.0708 | 0.0045 | 0.3227 | 0.0144 | 0.0708 | 0.0362 [0.1991
P3 -0.0502 0.0108 | 0.0045 | 0.3946 | 0.0108 | 0.0502 | 0.0455 |0.2302
P4 0.0144 | 0.0586 [-0.0076| 0.4123 | 0.0144 | 0.0586 | 0.0475 |0.2453
P5 -0.0588(-0.0403[-0.0093 | 0.3490 | 0.0403 | 0.0588 | 0.0410 |0.2048
P6 -0.1246 0.0243 [-0.0032| 0.3416 | 0.0243 | 0.1246 | 0.0383 |0.2091
P7 -0.0237 0.0140 | 0.0083 | 0.3101 | 0.0140 | 0.0237 | 0.0346 |0.1995
P8 -0.0691[-0.0397|-0.0053 | 0.3409 | 0.0397 | 0.0691 | 0.0400 |0.1936
P9 0.0303 | 0.1000 | 0.0032 | 0.4600 | 0.0303 | 0.1000 | 0.0519 |0.2780
P10 [-0.0986] 0.0590 [-0.0049| 0.3720 | 0.0590 | 0.0986 | 0.0409 |0.2362

Tabla 4. Errores (tras la calibracién) en los puntos de observacién, bajo la hipétesis de

existencia de informacion previa sobre los parametros a calibrar y un error de

medida correspondiente a una desviacion de 0.05. Se presentan, de izquierda a

derecha, el minimo y maximo error cometido en cada uno de los puntos de

observacion, el error medio por pozo y su desviacién (se repiten los mismos

célculos, pero en valor absoluto).
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Figura 8. Errores de calibracién para un punto de observacion

6.- CONCLUSIONES

Se ha presentado una metodologia para la estimacion de parametros empiricos
asociados a funciones a no lineales, mediante el empleo del método estadistico de
Méaxima Verosimilitud, incluyendo informacion a priori sobre los pardmetros a estimar.
Este método termina reduciéndose a la minimizacion de la llamada funcion objetivo,
operacion realizada mediante el método de Marquardt (minimizacion sin restricciones).

Se aplica dicha metodologia a la estimacién de los parametros empiricos que
aparecen en las funciones no lineales formuladas por Van Genuchten. Tras analizar las
respuestas del modelo, resulta evidente la elevada sensibilidad de la respuesta del mismo
al valor de dichos parametros y, por tanto, el uso de una estimacién adecuada de dichos
valores resulta crucial en la modelacion en zona no saturada.

Como ilustran los resultados anteriormente expuestos, la metodologia se muestra
valida para la obtencion de dichas estimaciones. No obstante, y debido al uso de un
método de minimizacion sin restricciones, pueden obtenerse valores sin sentido (ni fisico
ni matematico) para alguno de estos parametros. Asi, una posible respuesta frente a la
calibracion de un grado de saturacion puede ser un valor mayor que la unidad. Resulta
pues necesario, el uso de algoritmos de minimizacién con restricciones, asi como el

desarrollo de nuevas técnicas de optimizacion a tal efecto.
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