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RESUMO

O objetivo deste trabalho é a apresentagio dos tragados da rede de fluxo da 4gua subter-
tinea em um aqiifero confinado onde existem dois pogos de bombeamento préximos
um do outro. O ptimeito tragado, bidimensional, é feito com a aplicagio do programa
GFLOW! (Haitjema, 1995) que utiliza 0 Método de Elementos Analfticos para a solugio
do problema, ou seja, o cilculo do potencial de carga e da fungio de linha de fluxo
necessérios para o tragado, considerando a superposicdo de dois elementos analiticos
que sdo os dois pogos existentes. O segundo tragado, dos mesmos pogos, € feito através
da aplicagio do software MAPLE 6.0, uma ferramenta matemitica computacional que
também plota as fungdes analiticas dos potenciais de carga e de linha de fluxo, direta-
mente e também em duas dimensées.

INTRODUCAO

Os problemas de fluxo de dgua subterrinea podem ser resolvidos de diversas maneiras,
entre elas através de métodos numéricos como o de diferencas finitas e de elementos finitos.
O Método de Elementos Analiticos, utilizado no programa GFLOW1, surge como uma alter-
nativa para a resolugio destes problemas com a vantagem de ser um método conceitualmente
muito simples o qual nio necessita da discretizagio do dominio visto que este € baseado no
principio da superposicio de fungdes analiticas que € feita através da adigdo de todas as influ-
éncias dos elementos analiticos individuais, representados pelas fungdes, que correspondem
a0s componentes (caractetisticas) do aqiiifero. No caso em estudo, a influéncia dos dois po-
cos, dois elementos analiticos, no tragado da rede de fluxo no aqiiifero. O presente trabalho
apresenta inicialmente a fundamentagio tedrica para obtengdo das equagdes do potencial de
carga e da fungio de linha de fluxo necessirios para o tragado da rede de fluxo utilizando o
GFLOW!1 e em seguida a aplicagio do software Maple 6.0 com o objetivo de mostrar a mesma
rede de fluxo sendo que desta vez em trés dimensdes.
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FLUXO POTENCIAL BIDIMENSIONAL

A teoria potencial aplicada ao fluxo de Dupuit-Forchheimer tanto para aquifero con-
finado como para nio confinado pode ser resumida da seguinte forma. O fluxo total,
integrado em toda espessura do aqiifero, é descrito pelo vetor de vazio,,, definido por

(Haitjema, 1995):

0. =Hg, ©,=Hq, ¢z2H

=
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onde @= Hadica condicdes de fluxo confinado e ¢p < Hde fluxo nio confinado, sendo
@ a carga hidraulica, H a espessura do aqiiifero e g, ¢é a velocidade ou vazao especifica.
A equagio de continuidade do fluxo em termos de Qé

3,0,=0 (i=12) ®

Ou seja, o divergente do vetor de vazio € zeto. O vetor de vazio U, é também definido

como o gradiente negativo do escalar do potencial de carga, @ :

o= "a;q} 3)

O potencial de carga ¢ definido diferentemente para 0 fluxo confinado ¢ no confinado:
®=kHp-—ki'  B2H

& :%kq‘f‘ G H
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A carga hidraulica é obtida a partir do potencial de carga:
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Combinando-se a equagio (3) com a equagio (2) temos a equagio diferencial de Laplace:

9 D=0 (i=12) ©

LINHAS EQUIPOTENCIAIS E LINHAS DE FLUXO

Segundo Haitjema, 1995, a fungdo potencial de carga ®(x,y) pode ser vista como uma
superficie em trés dimensGes com 0s nfveis da superficie em x e y igual a®(x,y). Podemos
desenhar contornos desta superficie para valores iguais de ¢ da mesma maneira como dese-
nhamos mapas topograficos para indicar os niveis do terreno (curvas de nivel). Cada contorno
¢ um lugar com pontos de mesmo valor para o potencial de carga: uma equipotencial.

O fluxo de 4gua subterrinea ocorre perpendicular ou normal a estas equipotenciais,

conforme Figura 1.
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Figura 1. Linhas de fluxo e equipotenciais

Os componentes do vetor de vazio sio, Q. tangencial a linha equipotencial CQ?E normal
a equipotencial com relagdo ao sistema de cootdenada (5, #). As componentes do vetor de
vazio sio, de acordo com a Lei de Darcy:

oP JP

et
Q. Os on )

A derivada do potencial na dire¢io s, a0 longo de uma equipotencial é zero:

2 _y
s ®

Com isso, {/,lesaparece e assim fica apenas a componente do fluxo no ponto, 0, Jue é
normal 2 equipotencial. Em condi¢des de fluxo permanente, as trajetérias das particulas da
4gua sio chamadas de linhas de fluxo. A quantidade total de dgua AQ[L’/T] entre duas linhas
de fluxo (Figura 1) nio muda a nio ser que as linhas estejam divergindo (a taxa de vazio
diminui) ou convergindo (a taxa de vazdo aumenta).

A FUNCAO DE LINHA DE FLUXO

Para problemas de fluxo de 4gua subterranea governado pela equagio de Laplace existe
uma fungio escalar Y { x, 1} , que é constante ao longo da linha de fluxo. A fung¢do de linha
de fluxo pode ser contornada da mesma forma como a fungio do potencial de carga, originan-
do as linhas de fluxo. Para demonstrar a existéncia de 1 temos que o vetor Qi , na Figura 2,
¢ tangencial a linha de fluxo, de maneira que (Haitjema,1995):

focy dy Q1
& 0, ©
éi!";&y 9
/ dx Qg

i
Figura 2. Vetor de vazao tangencial a linha de fluxo
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Os valores de x € y dos pontos na linha de fluxo sdo fun¢des da posigio medidas pela
coordenada curvilinea s de tal modo que a equagdo (9) pode ser escrita como:

ii}*’ /'r‘ (!S " Ql

delds R (10)
ou, utilizando a lei de Darcy:
0L gb_ RE&, RD_ 1)

Thds Tl ds dy ds dx ds

A funcio da linha de fluxo, , é definida como sendo constante ao longo da linha:
d¥ 0
ds 12

Escrevendo-se a derivada total da equagio (12) em termos de derivada parcial temos:

d¥Y ¥ dx 3 oV dv
ds dx ds OJy ds
A comparagio entre as equagdes (11) e (13) resulta na seguinte relagio fundamental:
M oD I _, 90

dx dy oy ox (14

0 (13)

Que sio conhecidas como equagdes de Cauchy-Riemann. A fungio, Y que satisfaz o
ctitério de analiticidade acima para uma fungio especifica de @ ¢ a fungdo de linha de fluxo

que pertence a esta funcdo de potencial de carga.
Para provar que ¥ também satisfaz a equagio de Laplace, segue-se de (14) e da Lei de

Darcy que:

s
0 o 0 _

o w_ ¥
£ ox dy 2 dy ox (15)

Aplicando-se a continuidade do fluxo, 0,0, = 0:emos que:
AR AR R
dxdy  dyox dvdy  dyodx (16)

Aplicando-se a equagdo (16) na equagdo (14) temos que:

2, W =0
(17
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As fungdes que satisfazem a equagio de Laplace sio chamadas de fungdes harménicas.
As fungdes @1 e estdo relacionadas pelas equagdes de Cauchy-Riemann e sido chamadas -
de fungSes harmonicas conjugadas.

O fluxo total entre duas linhas de fluxo ¢é igual 4 diferenca entre os valores das funcées de
fluxo destas linhas de fluxo.

AQ=V, -V, (18)

FLUXO RADIAL EM DIREGCAO A UM POCO

O fluxo de um tnico po¢o em um aqiiffero ¢ simetricamente radial e 2 origem do sistema
de coordenadas (r, 6), é o centro do pogo. Aplicando-se a continuidade do fluxo através de um
circulo de raio r temos que:

Q=2m(-0,) s

onde ( ={J, ) é a componente do vetor de vazdo através do circulo por unidade de
comprimento do circulo. O sinal negativo indica que o fluxo ocotre na diregio negativa de 7 A
componente do vetor de vazio satisfaz a lei de Darcy:

ar 0)
Combinando-se as equagdes (19) e (20) temos:

0 _ 0

o 2w 1)

O potencial de carga é obtido pela integracio de (21) com relagio a r:

dr 2w r 2@

Onde C',, ¢ a constante de integragio que é escolhida para atender alguma condi¢io de
contorno.

Se r=R entdo ® =P substituindo-se em (22) tem-se o valor de

3

)
C, =0, wé‘:—h) R

= (23)

Combinando-se as equagbes (23) e (22) temos o potencial de carga:

®:£h1%+(130
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FUNCAO DE LINHA DE FLUXO PARA UM POCO

As linhas de fluxo para um pogo sio as linhas radiais que emanam do centro do pogo.
A funcio de fluxo é dada por:

v=Lo
27 (25)

O 4ngulo 8 pode ser expresso em termos de coordenadas (x , y) e:

1;
= -Qm arctg—
2 X (26)

PRINCIPIO DA SUPERPOSICAO

Considerando-se o potencial @ (x, ¥) devido aum po¢o # 1 e o potencial @, (x.y) devido
a outro poco # 2. As distancias do pogo # 1 e do pogo # 2 a0 ponto P no dominio do fluxo
sdo 1 e 72, respectivamente, ver Figura 3.
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Figura 3. Localizagdo de dois pogos préximos em um aquifero

O potencial de carga em P devido a0 pogo # 1 com vazao Q7 &

o
P, = +C -
e devido ao pogo # 2 é:

D, :&in r, +C,
S 2P S 28)

A soma dos potenciais é @ =®, +®P, .Se @, e ®,e satisfazem a equagio de Laplace
entio a soma deles também ird satisfazer. Em outras palavras, a soma de varias solugdes de
fluxo de 4gua subterrinea é também uma solu¢io para o fluxo de 4gua subterranea, que € 2
aplicagdo do principio de superposi¢io de solugdes.
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A solugao para o problema de fluxo da Figura 3, fluxo em torno de dois pogos é obtida
pela adi¢io de (27) e (28) :
Q‘ =lInr +Q—1n r+C

Onde Céasomade C,e C, que podem ser escolhidas para satisfazer alguma condi¢io
de contorno, por exemplo, a que o potencial ¢ igual a .0 ponto de referéncia: x=x.y=y
¢ d=d,

As distancias 7 e 72 podem ser escritas em termos de coordenadas cartesianas dos pogos
e do ponto P, ver Figura 3:

:.\/(“\‘-—,\‘l)2+(y—~y])2 e 7 -—"1/(,1(—)(,_)2+(y—y_,)z

30)
A solugio completa que satisfaz a condicio de contorno é:
fi‘l— \lgx—kfl‘ +11—L,%3* J[J,—Y" e B ?"+(§)'}
-ﬂ' jfn —x ey, = ¥ "JT .‘fw” i ¥ g = )
(31)

O principio da superposicio ¢ também aplicado a fungio de linha de fluxo, desde que
Laplace em termos de W seja também linear. A fungéo de linha de fluxo para os dois pogos é:

(@) <y Bt
¥ =—qretg —=— +gamté
2w X=X 2r D0

(32)

A rede de fluxo para os dois pogos estd plotada na Figura 4.

Figura 4. Rede de Fluxo de dois pogos utilizando o Método de Elementos Analiticos -
programa GFLOW1 (Fonte: Haitjema,1995)
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Onde as linhas pontilhadas sio as equipotenciais e as linhas sélidas sdo as linhas de fluxo.
Os célculos necessarios para produzir estas linhas foram realizados pelo GFLOW1. O progra-
ma calcula @e ¥ em uma malha de pontos distribuidos no dominio da Figura 4, depois que
cada rotina gera as equipotenciais e as linhas de fluxo para valores especificos de @i e W,
respectivamente. Os dados de entrada para a Figura 4 estdo armazenados no arquivo:problen1.dat
do programa GFLOWT1 que € o seguinte:

problem1 / GFLOW1

aquifer (aqtifero)

perm 50 [L/T] (permeabilidade)

thick 50 [L] (espessura)

por 0.2 (porosidade)

reference 0 0 60 (ponto de referéncia (0,0) com carga 60 [L])

100 100 20000 0.5 *well # 1 (coordenadas [x,y] do pogo, vazio, raio do pogo,

nimero do pogo)

200 50 30000 0.5 *well # 2

wind 0 0 300 200 (0,0 — coordenadas [x,y] do canto esquerdo inferior;300,200 - coorde

nadas do canto direito superior do dominio)

hotizontalpoints 80 ( malha com 80 pontos na diregdo hotizontal, sdo utilizados na

direcio vertical mais ou menos o mesmo nimero de pontos)

RESULTADOS

A Figura 4 apresenta como o tragado da rede de fluxo € obtido quando o programa
GFLOW!1 ¢ utilizado. O tracado da rede de fluxo utilizando o Maple 6.0 para o aqtifero que
possui dois pogos foi elaborado com os mesmos dados de entrada do arquivo problem] do
programa GFLOW1 (Haitjema,1995). A Figura 5 mostra o tragado da rede de fluxo com a
utilizacdo do Maple 6.0 (Kamerich, 1998) e (Klimek & Klimek, 1997).

300

g

0 B 100 150 200 280

Figura 5. Rede de fluxo com a utilizagéo do Maple 6.0
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CONCLUSAO

Fazendo-se uma anilise comparativa dos resultados obtidos nos graficos dos traga-
dos da rede de fluxo no aqiiifero que possui dois pogos, Figuras 4 e 5, pode ser observado
que 2 fenda na Figura 4 ocorreu na dire¢éo horizontal enquanto que na Figura 5 ele ocor-
reu na diregdo vertical. Os dois resultados sdo perfeitamente aceitos, visto que, a fungio
de linha de fluxo na equagio (25) exibe um salto quando o valor principal do dngulo 6
salta de + 7T para —7r através de sua fenda. A fenda do angulo 6 pode ser escolhida em
diregSes diferentes, como no caso das Figuras 4 e 5, o importante é que ela sempre deverd
apresentar um salto de 27T . Se colocarmos o sistema de coordenadas no centro do poco,
no caso da fenda horizontal, a fun¢do de linha de fluxo terd o valor de + Q/2 logo acima
do eixo negativo de x e -Q/2 logo abaixo do eixo negativo de x, como pode ser visto na
Figura 6. A razdo para o salto na Figura 6 é porque, no préprio pogo, a divergéncia da
vazdo nio € zero mas € igual a vazao no pogo. Conseqiientemente a equagio de Laplace
nao pode ser aplicada, pontualmente, no pogo. O poco nio deve ser considerado como
parte do dominio do fluxo, o que ndo se constitui um problema, visto que, nio é de
costume avaliarmos cargas e fluxo dentro do raio do pogo. Como uma interpretagio fisica
para isto, podemos imaginar o dominio do fluxo (no plano bidimensional) sendo cortado
e aberto a0 longo do eixo x e em volta do pogo, eliminando-se o po¢o do dominio do
fluxo. A dgua que flui em dire¢do ao poco, dentro do dominio do fluxo, é removida atra-
vés de uma fenda ao longo do eixo negativo de x. Portanto existe um fluxo (ficticio) O a
partir do pogo, através da fenda e em dirego ao infinito. De fato, este fluxo é consistente
com o comportamento da fungdo de linha de fluxo através da fenda, cujo salto Q sugere
um fluxo na fenda igual a Q. A direcdo do fluxo na fenda é a partir do pogo para o infinito.

¥ o+ 2 B=+nx

|
- s
Q 'i'=—Q,l2 g=_ﬂ!: X

Figura 6. Fenda em uma fungéo de linha de fluxo para um pogo com vazéo
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