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Resumo: Este trabalho visa a aplicacdo do método assimétrico numeérico livre de malha, um tipo de Meshless, em
dois casos de fluxo hidrico subterraneo para simular a variacdo da carga hidraulica da regido. O modelo desenvolvido
utiliza a funcédo de base radial multiquadrica como fungéo de aproximagao e uma nova metodologia, a qual utiliza os
residuos do contorno e do dominio para determinar o pardmetro de forma ‘c’, usado nesse Meshless. A metodologia
foi aplicada em dois casos: Para o Caso 1, com solucéo analitica conhecida, foi possivel comparar a solucdo exata a
solucdo numeérica obtida usando a metodologia dos residuos proposta. O Caso 2 é um cenario real no qual a metodo-
logia foi aplicada para simular o fluxo hidrico subterraneo de uma pequena regido dentro da Bacia Sedimentar do
Avraripe, situada no Estado do Ceara-Brasil. Nessa regido especifica a maior parte do abastecimento publico de agua
provém de fontes subterraneas. No caso 1, os resultados indicaram que o pardmetro ‘c’ obtido se aproximou do valor
ideal. No caso 2, a equipotencial do poco utilizado como referéncia obteve um erro percentual de aproximadamente
5%.

Palavras-chave: Meshless. Carga hidraulica. Pardmetro de forma e Bacia Sedimentar do Araripe.

Abstract: The main objective of this research is the application of the Meshless numerical method in two cases of
groundwater flow to simulate the hydraulic head variations on the region. The model uses the Multiquadrics Radial
Basis Functions and a new methodology, which uses the residues of the contour and the domain, to determine the
shape parameter ‘c’ in the Meshless numerical method. The methodology was applied in two cases: For Case 1 the
exact solution was known, therefore it was possible to compare the analytical solution with the solution achieved by
using the residue methodology proposed. Case 2 is a real case scenario for which the methodology was applied to
simulate groundwater flow in a small region in the Araripe Sedimentary Basin, situated in the state of Ceara-Brazil.
In this specific region most public water supply comes from groundwater sources. In case 1, the results indicate that
‘c’ parameter achieved approximate values of the ideal value. In case 2, analyzing the hydraulic head equipotential of
the reference point, the percentage of errors was about 5%.

Keywords: Meshless. Hydraulic head. Shape parameter and Araripe Sedimentary Basin.
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almente. Com as reservas superficiais dispo-
niveis ficando cada vez menores, a exploragao
dos recursos subterraneos tem se consolidado
como uma alternativa vidvel para abasteci-
mento.

Apesar de ndo ser uma regra geral, de
acordo com Bertolo et al. (2015), os reserva-
torios subterraneos, geralmente, dispensam a
necessidade de uma estagdo de tratamento
com um grande aparato de equipamentos, pro-
dutos quimicos, manutencdo (como lavagens
de filtros), além de ndo gerar residuos, como
0 lodo, presente numa estacdo de tratamento
de agua convencional, visto que suas aguas
naturalmente possuem boa qualidade. Além
disso, esse tipo de reservatorio ndo apresenta
problemas causados por evaporagdo ou asso-
reamento.

Por suas proprias caracteristicas, um
aquifero apresenta vantagens para sua utiliza-
¢do como manancial destinado ao abasteci-
mento. Nesse sentido, é importante conhecer
a dindmica que envolve a exploragdo das
aguas subterraneas, uma vez que, conforme
Silva et al. (2014), os excessos na exploragéo
e falhas de gerenciamento podem interferir
gravemente nas reservas existentes, contribu-
indo, assim, para uma possivel crise no abas-
tecimento.

Para Souza e Castro (2013), uma ex-
ploracdo adequada de um aquifero necessita
de um estudo prévio sobre o comportamento
de alguns parametros hidraulicos, como a
carga hidraulica do aquifero ou o fluxo hidrico
subterréneo.

Os modelos numéricos tém se consti-
tuido como ferramentas de analise em diver-
S0s campos da engenharia e como instrumen-
tos de gestdo. De acordo com Wendland et al.
(2013), o desenvolvimento de modelos mate-
maticos aplicados a estudos tedricos sobre o
comportamento das aguas subterraneas atua
como um suporte, a fim de minimizar tempo e
custos causados por algumas formas de inves-
tigacdo experimental. Para De Paula e Velas-
quez (2013), um modelo numérico de fluxo
subterraneo permite a simulacédo das proprie-
dades do aquifero, de modo a reunir informa-
¢oes que auxiliem no planejamento dos recur-
sos hidricos.
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Na literatura, constata-se que 0s méto-
dos das diferencas finitas (MDF) e dos ele-
mentos finitos (MEF) sdo amplamente aplica-
dos na modelagem de fluxo subterraneo. Am-
bos 0s métodos necessitam de nds ou elemen-
tos para discretizacdo da malha de trabalho.
Como qualquer metodologia possui limita-
¢Oes, a quantidade de elementos utilizados no
MEF interfere no tempo computacional e na
precisdo do modelo (SUCH et al., 2015);
(MIDDLETON; JONES; WILSON, 1990).
Para Fernando e Hu (2011) a complexidade
das equacdes influencia o trabalho com o
MDF. Além disso, segundo Alencar e Wen-
dland (2013), a grande quantidade de pontos
discretizados nos MDF e MEF interfere no
tempo computacional.

A metodologia livre de malhas, o
Meshless, pode servir como uma nova alter-
nativa de trabalho para regides em que 0 uso
de malhas dificulta a sua representatividade.
Por apresentar apenas nos, excluindo a neces-
sidade de elementos ou células, de acordo com
Kansa (1990a), ndo ha problemas de conecti-
vidade. Existem varios tipos de metodologias
livres de malhas desenvolvidas desde o pri-
meiro trabalho conhecido como “Smooth Par-
ticle Hydrodynamics - SPH” de 1977. De
acordo com Liu e Liu (2003), apesar de pos-
suir algumas caracteristicas semelhantes, es-
sas metodologias diferem na formulagéo da
funcdo de aproximacdo e do processo de im-
plementacéo.

Este trabalho tem como objetivo prin-
cipal gerar um modelo numérico para calcular
a variacdo do potencial hidraulico em dois ca-
sos de fluxo subterraneo (sendo 1 hipotético e
1 real), utilizando o Método Meshless de Co-
locacdo Assimétrico Utilizando RBF proposto
por Kansa (1990a) e Kansa (1990b) utilizando
a funcdo de aproximacdo multiquédrica, apli-
cando um método para busca pelo parametro
de forma (c) ideal.

O método de colocagdo assimétrico,
também conhecido como método de Kansa,
foi desenvolvido a partir do trabalho de Hardy
(1990), para utilizar as fun¢Ges multiquédricas
e aplica-las em problemas envolvendo equa-
cOes diferenciais parciais.
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2 METODOLOGIA
2.1 Caracterizagdo dos Casos em Estudo

Para os casos em estudo foram feitas
as seguintes consideracdes para os aquiferos:
uma formagdo praticamente incompressivel,
ou seja, o tipo de fluxo é permanente, 0 meio
saturado e solo em situacéo de isotropia. Essas

u(xL,)
= 3
N =
= =
)
u(x, 0)
X
fF— 5m —«

200m —

particularidades foram utilizadas para deter-
minacdo da equacdo governante envolvida no
modelo.

O primeiro caso apresentado é hipoté-
tico, cuja aplicacdo esta direcionada para vali-
dacdo do modelo proposto. Esse caso de es-
tudo consiste em uma regido retangular de 5m
de largura e 20m de comprimento. As condi-
¢Oes de contorno do problema estéo dispostas
conforme mostra a figura 1.

Condi¢Oes de Contorno -

Caso 1:

u(0,y) =0
u(L,,y)=0
u(x,0) =0

u(x, L, ) = cos ﬂsin%

Figura 1 — Regido de trabalho e condigdes de contorno: Caso 1
Figure 1 — Work region and boundary conditions: Case 1

E importante esclarecer que o caso 1

com suas respectivas condi¢Ges de contorno
possui solucdo exata para a equagao gover-
nante que atua no problema. Isso permite uma
comparagdo dessas solucbes com os resulta-
dos de carga hidraulica obtidos pelo modelo
numMerico proposto.
O segundo caso corresponde a uma aplicagéo
do modelo numérico, 0 mesmo utilizado no
caso 1, em uma pequena area dentro da Bacia
Sedimentar do Araripe para verificar o com-
portamento da carga hidraulica na regiao.

A escolha da Bacia Sedimentar do
Araripe deveu-se a dois critérios:

a) Quantidade de dados disponiveis

para realizacdo do trabalho;

b) A importancia do recurso subterré-

neo para o abastecimento da regido.

Segundo Verissimo e Aguiar (2005), a
Bacia Sedimentar do Araripe possui uma area
de aproximadamente 11.000kn?, englobando
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parte dos Estados do Ceard, Pernambuco e Pi-
aui, é constituida pela Chapada do Araripe e
por planicies que rodeiam a chapada com des-
niveis que chegam a 400m. A figura 2 apre-
senta um mapa de localizagdo da Bacia.

O estudo concentrou-se no Cariri cea-
rense, mais precisamente entre 0s municipios
de Juazeiro do Norte e Crato. Segundo Veris-
simo (1999), a regido do Cariri possui 0s me-
Ihores aquiferos do Estado do Ceara que, de-
vido a sua capacidade e a boa qualidade, a
maioria dos municipios da regido é abastecida
pela &gua dos pocos ou de fontes da regido. De
acordo com o Servigo Geoldgico do Brasil -
CPRM (1998), toda a populacéo urbana de Ju-
azeiro do Norte é abastecida com aguas pro-
venientes de pogos (21 tubulares e 1 amazo-
nas), os dados sdo da Companhia de Agua e
Esgoto do Cearda — CAGECE. Isso confirma a
importancia da regiéo estudada no caso 2.
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Figura 2 — Mapa de locacgdo da Bacia. (Modificado de Verissimo e Aguiar, 2005)
Figure 2 — Location map of Basin. (Modified from Verissimo and Aguiar, 2005)

A zona de trabalho do caso 2, ilustrada  foram devidamente alocados com suas respec-
na figura 3, € composta pelos poc¢os 52, 56, 64,  tivas coordenadas com o auxilio da plataforma
67 e 68 (COGERH, 2014), delimitada pelo GoogleEarth com o objetivo de exemplificar a
quadrilatero vermelho em destaque, com uma  distribuicdo espacial dos pocos.
area de aproximadamente 35 km2. Os pogos
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Figura 3 — Zona de trabalho — Caso 2
Figure 3 — Work zone — Case 2

A identificacdo desses pocos foiobtida  Hidricos — COGERH entre janeiro e dezem-
por meio do boletim de monitoramento dos bro de 2013. A tabela 1 apresenta algumas ca-
pogos com datalogger no Cariri — CE reali- racteristicas dos cinco pocos apresentados.
zado pela Companhia de Gestéo dos Recursos
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Tabela 1 — Caracteristicas gerais — Caso 2
Table 1 — General characteristics — Case 2

Dados dos Pocgos

Cotado Terreno Carga Hidraulica

(0]
Poco n (m) (m)

52 455 412,00
56 417 389,40
64 410 404,60
67 445 384,57
68 388 377,81

Modificado de COGERH (2014)

Modified of COGERH (2014)

Com as informagdes de cada pogo, foi 0%h 0%h 0%h
realizada uma linearizagdo dos valores de * 322 + K, 3y? + K, Fyche 0

carga hidraulica ao longo do perimetro desta-
cado na figura 3, entre 0s pogos 52, 56, 64 e
68, com o0 objetivo de definir as condicGes de
contorno do caso 2 para serem utilizadas du-
rante a aplicacdo do modelo numérico.

O poco 67 foi utilizado como referén-
cia para comparagdo dos resultados obtidos
pelo modelo numérico, uma vez que ndo se
dispde da solucdo exata para este caso.

2.2 Equacéo de Fluxo no Subterraneo

Baseada na Lei de Darcy e na Lei da
Conservacdo de Massa, a equagédo fundamen-
tal para fluxo em aquiferos tridimensionais é
representada pela equagao 1:

0 oh 0 oh 0 oh
dx <Kx a) * dy <Ky @) Tz <KZ az)
oh
+F =S5
@
Em que o K; € a condutividade hidrau-
lica na direcdo j do fluxo expressa em (m/s);
h representa a carga hidraulica (m); F € um
termo que pode estar associado a uma fonte de
recarga ou extracao (1/s); Ss € o coeficiente de
armazenamento especifico e t é o tempo (5).
Para o desenvolvimento deste trabalho, admi-
tiu-se que ndo existe recarga ou extracao,
desse modo F = 0. Como o regime conside-
rado é permanente e 0 meio € saturado, entdo
a equacdo (1) se reduz a:
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(2)

Considerando a isotropia no aquifero,

ou seja, a condutividade hidraulica é constante

em todas as diregdes (K, = K, = K,) e um

fluxo bidimensional, a equagdo (2) trans-
forma-se em:

0°h  9*h 0
ox? + ay?
3)

A equacdo (3) é conhecida como
Equacdo de Laplace e serd a equagdo gover-
nante envolvida no modelo. O modelo numé-
rico livre de malha foi aplicado na equagéo (3)
para, baseado nas condigdes de contorno im-
postas, calcular as cargas hidraulicas na area
dos casos em estudo.

2.3 Modelo Numérico

O modelo numérico adotado se baseia
em um tipo de Meshless, o método de Kansa,
utilizando funcGes de base radial (RBF), em
inglés “Radial Basis Functions”, para resolver
a fungéo de aproximacao mostrada na equagéo
(4), e encontrar uma solugdo numérica para o
problema envolvido. O modelo foi desenvol-
vido com o auxilio da plataforma Scilab (ver-
sé0 5.5.2).

u(%y,6) = ) Ab(130)
~ @
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Onde @ corresponde a funcao de base
radial (RBF) adotada; ¢ € o parametro de
forma; r; € a distancia entre o né ‘j” e um n6
central (equacdo 5); n é o nimero de nos pre-
sentes na discretizagéo e o escalar 4; & encon-
trado atraves da solucdo de um conjunto de
equacdes lineares.

r = \/(xl,i - xl,j)z + oo (i — xn,j)2

®)

No meshless o dominio e o contorno
sdo representados apenas por nés, dispen-
sando o uso de malhas. Entre os tipos mais co-
muns de RBF, conforme Baxter (1992);
Franke (1982); Franke e Schaback (1998);
Ferreira et al. (2009) e Hardy (1978), estéo: a
multiquadrica, a multiquadrica inversa, a gau-
siana e a thin plate spline.

Segundo Kansa (1990a), a funcéo de
aproximacdo multiquadrica requer um menor
namero de pontos que no MEF ou MDF, isso
contribui para uma resposta computacional
mais eficiente, o que justifica a adogdo da
RBF multiquadrica. A equacdo (6) mostra a
forma dessa RBF.

¢(r,c) =r?+c?
(6)

Uma equacéo diferencial pode ser re-
presentada por seus operadores lineares L e B,
onde:

Llul(x,y) = f(x,y)/x,y € dominio
(7)

Blul(x,y) = g(x,y)/x,y € contorno
(8)

Em que f(x,y) é uma funcdo baseada
em pontos do dominio e g(x,y) é uma funcéo
baseada em pontos do contorno. Substituindo
as equacoes (7) e (8) na equacdo (4), a solucéo
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esta na resolucdo do sistema de matrizes mos-
trado na equacgéo (9).

9)

Onde A~! é a matriz inversa de A,

sendo A e w representados, respectivamente,
por:

a= (K ey - (FE)
B[9] g(x,y)
(10)

Obtido o valor de 4; e definindo a fun-
cdo de base radial @ (equacdo 6), através da
equacéo (4), pode-se calcular o valor da solu-
¢ao numérica para cada né do dominio.

Para Menescal (2008), o parametro de
forma ‘c’ é um elemento importante na deter-
minag&o da solugdo aproximada e, por ser um
elemento, cujo valor é estimado, a forma ade-
quada para obtencdo desse pardmetro poderia
ser uma restricdo para aplicacdo do método.

Uma metodologia, para encontrar um
valor de ‘c’ que se aproxime do paréametro
ideal, ou seja o parametro de forma que gera o
melhor resultado possivel, foi desenvolvida e
inserida no modelo. Essa abordagem esta ba-
seada na utilizagdo dos residuos gerados no
contorno e no dominio, como mostrado na
equacédo (11), a fim de minimizar erros gera-
dos na solucéo.

RES; = RES,, + RES,
(11)
onde RESt é o residuo total gerado; RES é 0

residuo do dominio e RES é o residuo do con-
torno.

RESp = Llu(x, )] = f(x,y)

(12)

RES. = Blu(x,y)] — g(x,y)
(13)

Substituindo a equacdo (4) nas equa-
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coes (12) e (13), respectivamente, encontram-
se 0s residuos do dominio e do contorno utili-
zados na equacdo (11).

A metodologia desenvolvida faz uma
busca, por uma faixa de valores de ‘c’ indi-
cada na rotina, pelo valor da variavel ‘c’ que
gera o menor valor de RES;, o qual passa a se
chamar “‘c’ 6timo e corresponde ao parametro
de forma utilizado para gerar os resultados fi-
nais. Dessa forma, a metodologia propde que
o menor valor de residuo total gerado para to-
dos os nds corresponde ao melhor resultado
numerico com a utilizagdo da RBF multiquéa-
drica no Meshless.

A faixa de valores para ‘c’ utilizada
nos casos apresentados inicia com 0,1 e ter-
mina com 10, variando 0,1 desde o valor ini-
cial até o valor final. Adotou-se essa faixa li-
mite, uma vez que, analisados os trabalhos de
Fasshauer (2002) e Rodrigues et al. (2012),
observou-se a adocdo de pequenos valores
para a variavel do pardmetro de forma com re-
sultados consistentes.

O modelo calcula o valor de ‘c’ para o
menor valor de residuo total, de residuo do do-
minio, de residuo do contorno e de erro mi-
nimo. O erro é calculado pelo mddulo da dife-
renca entre a solugdo exata (quando existir) e
a numérica para o qual existe um valor de ‘¢’
correspondente. O valor de “c’ relacionado ao
erro minimo é obtido pela comparacéo entre
as duas solucGes. Para a mesma faixa de ‘c’
onde sdo calculados os residuos, sdo calcula-
dos os erros. Assim, também é possivel obter
0 parametro de forma que gera 0 menor erro.
E importante ressaltar que o erro ndo é utili-
zado como elemento para escolha do parame-
tro de forma ‘c’ adotado pelo modelo, mas
como uma ferramenta para analise dos resul-
tados dos casos em que ha solugdo exata para
verificar o comportamento do método ado-
tado.

Para melhor interpretacdo do método,
é importante comparar cada um dos trés resi-
duos com o erro, verificando a influéncia de
cada um no resultado final. A fundamentagéo
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proposta é que o ‘c’ étimo do residuo total se
aproxime do ‘c’ 6timo calculado para o erro
minimo, gerando a melhor solugdo numérica
possivel com a utilizagdo do método, ou seja,
gera a solugdo numérica mais proxima da so-
lucdo exata, funcionando como uma ferra-
menta para validagdo do modelo. Para o caso
1, que dispGe de solugdo analitica, as duas fer-
ramentas foram utilizadas. A primeira é a
busca pelo ‘c’ que gera 0 menor residuo total,
ou seja, foram utilizadas apenas solugdes nu-
méricas na busca do parametro de forma que
gerasse 0 minimo RES. E a segunda que cal-
cula o erro minimo, quando a solugdo exata
foi comparada a solugcdo numérica na busca
pelo parametro de forma que resultasse no
menor erro. No caso 2, como ndo se dispde da
solugdo exata, aplicou-se puramente a meto-
dologia dos residuos totais para determinacao
do parametro de forma.

A simulagéo do modelo numérico para
0 caso 1 foi dividida em trés cenarios: o pri-
meiro cenario apresenta a area estudada numa
divisdo composta por 9 nos distribuidos, o se-
gundo cenario distribui 25 nos e o terceiro ce-
nario apresenta 36 nos. Ja para o caso 2, além
dos trés cenarios propostos anteriormente, fo-
ram acrescentadas 3 novas simulagdes com
100, 400 e 625 nos. O espagamento entre 0S
nés presentes em todos 0s cenarios é unifor-
memente distribuido.

3 RESULTADOS
3.1 Primeiro Caso (Hipotético)
a) Cenario 1:

Nesta simulacdo o modelo proposto
foi aplicado a nove nds, utilizando as condi-
¢Oes de contorno propostas. Nas figuras 4 e 5
s8o apresentadas, respectivamente, as equipo-
tenciais geradas pelo modelo e o gréafico de re-
siduos mostrando o comportamento durante a
busca pelo pardmetro de forma ‘c’.
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Equipotenciais da Solugdo Analitica @ Numérica (MESHLESS} C=0.1
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Figura 4 — Equipotenciais da solu¢do numérica (]inha continua) e da solucéo exata (linha tracejada)
Figure 4 — Equipotential of numerical solution (solid line) and of exact solution (dashed line)
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Figure 5— Graph of residues (logarithmic scale)
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Tabela 2 — Resultados cenario 1 — Caso 1
Table 2 — Scenario 1 results — Case 1

Cenario 1 -9 N6s

Carga Hidraulica (m)

Solugéo Solugdo Numérica Erro

Analitica Caso 1 Caso 1
0,00 0,00 0,00
1,00 1,00 0,00
0,00 0,00 0,00
0,00 0,00 0,00
0,00 0,01 0,01
0,00 0,00 0,00
0,00 0,00 0,00
0,00 0,00 0,00
0,00 0,00 0,00

As equipotenciais das solu¢gdes numé-  b) Cenario 2:

rica e exata estdo quase sobrepostas, o que in-
dica uma boa convergéncia entre os valores
obtidos pelo modelo em relacdo a solucédo
ideal do problema. Isso pode ser confirmado
observando que o parametro de forma calcu-
lado pelo método foi igual a 0,1, o qual é igual
ao ‘c’ do erro total, ou seja, € a melhor solucéo
possivel obtida pela aplicacdo do método. A
tabela 2 apresenta os valores para ambas as so-
lucdes.

As equipotenciais da figura 6 foram
calculadas em fungéo dos valores obtidos em
cada um dos 25 pontos utilizados nesse cena-
rio. Dada a maior quantidade de pontos, houve
um leve distanciamento entre as equipoten-
ciais das solugdes numérica e exata, no en-
tanto, o aspecto visual das linhas suavizou em
relacdo ao cenario 1.

Equipotenciais da Solugdo Analitica e Numérica (MESHLESS) C=0.1
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Figura 6 — Equipotenciais da solu¢do numérica (linha continua) e da solucéo exata (linha tracejada)
Figure 6 — Equipotential of numerical solution (solid line) and of exact solution (dashed line)
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Nesse cenario o parametro de forma bela 3 mostra os valores numéricos e analiti-
calculado ndo sofreu nenhuma mudanca per-  cos para 0s 25 pontos calculados pela metodo-
manecendo o valor de 0,1, que é o mesmo va- logia, sendo que a maior diferenca foi de 0,05
lor encontrado para o ‘c’ do erro total. A ta- m.
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Figura 7 — Gréfico dos residuos (escala logaritmica)
Figure 7 — Graph of residues (logarithmic scale)
Tabela 3 — Resultados cenario 2 — Caso 1
Table 3 — Scenario 2 results — Case 1
Cenario 2 - 25 No6s Cenario 2 - 25 No6s
Carga Hidraulica (m) Continuagéo
Solucéo Solugdo Numérica Erro Carga Hidraulica (m)
Analitica Caso 1 Casol Solugio Solugdo Numérica  Erro
0,00 0,00 0,00  Analitica Caso 1 Caso 1
0,71 0,71 0,00 0,00 0,00 0,00
1,00 1,00 0,00 0,00 0,00 0,00
0,71 0,71 0,00 0,00 0,00 0,00
0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
0,03 0,07 0,04 0,00 0,00 0,00
0,04 0,09 0,05 0,00 0,00 0,00
0,03 0,07 0,04 0,00 0,00 0,00
0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
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c) Cenario 3:

A ultima simulagdo para o caso 1 pos-
sui 36 nos distribuidos na &rea da regido. As
figuras 8 e 9 apresentam, respectivamente, as
equipotenciais e a variagdo dos residuos gera-
dos. Como é possivel observar na figura ndo
houve grandes mudancas na distancia entre as
duas solugdes (numérica e analitica), princi-

palmente na zona proxima a condigdo de con-
torno u(x, L,) (linhas azul marinho e verde),
em que a carga hidraulica varia em fungdo do
eiXo X, ou seja, ela ndo possui um valor fixo.

O parametro de forma calculado tam-
bém se manteve, assim como o parametro de
forma para o erro total. Na tabela 4 os resulta-
dos para 0s 36 nds da simulacdo indicam um
erro maximo de 0,06 m.

Equipotenciais da Selugio Analitica e Numérica (MESHLESS) C=0.1
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Figura 8 — Equipotenciais da solu¢do numérica (linha continua) e da solucéo exata (linha tracejada)
Figure 8 — Equipotential of numerical solution (solid line) and of exact solution (dashed line)

Pelos dados apresentados, é possivel
perceber que o modelo representou bem as
condi¢bes de contorno impostas, mostrando
resultados de carga hidraulica préximos ou

Aguas Subterraneas (2016) 30(3):343-361

iguais a solugdo exata do problema. Esses re-
sultados foram importantes, pois possibilita-
ram a aplicacdo do modelo ao caso 2.
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Figura 9 — Gréfico dos residuos (escala logaritmica)
Figure 9 — Graph of residues (logarithmic scale)
Tabela 4 — Resultados cenério 3 — Caso 1
Table 4 — Scenario 3 results — Case 1
Cenaério 3 - 36 N6s Cenaério 3 - 36 N6s
Carga Hidraulica (m) Carga Hidraulica (m)
Solucéo Solugdo Numérica Erro Solucéo Solugdo Numérica Erro
Analitica Caso 1 Casol Analitica Caso 1 Caso 1
0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
0,59 0,59 0,00 0,00 0,00 0,00
0,95 0,95 0,00 0,00 0,00 0,00
0,95 0,95 0,00 0,00 0,00 0,00
0,59 0,59 0,00 0,00 0,00 0,00
0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
0,05 0,09 0,04 0,00 0,00 0,00
0,08 0,14 0,06 0,00 0,00 0,00
0,08 0,14 0,06 0,00 0,00 0,00
0,05 0,09 0,04 0,00 0,00 0,00
0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
0,00 0,01 0,01 0,00 0,00 0,00
0,01 0,01 0,00 0,00 0,00 0,00
0,01 0,01 0,00 0,00 0,00 0,00
0,00 0,01 0,01 0,00 0,00 0,00
0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
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3.2 Segundo Caso (Real)

Neste item, sdo mostrados os resulta-
dos da aplicagdo do modelo em uma regiéo da
Bacia Sedimentar do Araripe. Nesse caso,
além dos trés cenarios de 9, 25 e 36 nos ou
pontos, foram adicionados mais trés com 100,
400 e 625 nds. O objetivo é verificar a influén-
cia da quantidade de noés no resultado final.

Como se trata de um caso real, utili-
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zou-se a carga hidraulica medida do pogo 67
como fator de comparagdo dos resultados.

a) Cenario 1:
A figura 10 apresenta as equipoten-
ciais de carga hidraulica e o gréafico de resi-

duos para 0s nove pontos distribuidos na re-
gido de trabalho.
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Figura 10 — Equipotenciais de carga hidraulica relativas aos 9 nos (lado esquerdo) e grafico dos residuos

(escala logaritmica) (lado direito)

Figure 10 — Equipotential of hydraulic head with nine points (on the left) and graph of residues (logarithmic

scale) (on the right)

As equipotenciais representaram ade-
quadamente as condic¢des de contorno dadas,
uma vez que ao se colocar os quatro pogos
dentro do gréafico das equipotenciais, seguindo
suas coordenadas, as linhas equipotenciais
préximas correspondem a uma zona que en-
globa o valor de carga hidraulica real dos po-
¢os. O valor do parametro de forma “c’ calcu-
lado pelo método foi igual a 0,1.

Nesse cendrio 0s pogos 52 e 64, cujas
cargas hidrdulicas sdo, respectivamente,
412,0m e 404,6m, estdo situados numa zona
acima da equipotencial 400m, as cargas hi-
draulicas crescem seguindo o sentido acima
dessa equipotencial. O pogo 56, com carga hi-
draulica de 389,4m, situa-se na regido entre as
zonas de equipotenciais 387m e 393m. J& o

Aguas Subterraneas (2016) 30(3):343-361

poc¢o 68, com carga hidraulica de 377,8m, si-
tua-se na regido entre as zonas de equipoten-
ciais 375m e 381m. Todos 0s po¢os estdo den-
tro de uma zona que engloba o valor real cor-
respondente a sua carga hidraulica.

A disposicdo das equipotenciais 375
(verde), 368 (azul marinho) e 362 (preta) in-
dica que existe um corpo hidrico na regido.
Isso € fato, pois além dos quatro pogos existe
0 poco 67 localizado no interior da regido de
estudo.

Localizando o poco 67 no gréfico das
equipotenciais da figura 10, sua posicdo esta-
ria sobreposta a equipotencial 368m, assim,
sua carga hidraulica calculada pelo método se-
ria igual a aproximadamente 368m. A carga
hidraulica real do poco 67 é 384,57m.
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A l6gica do método aplicado é realizar
uma simulagdo para determinar o comporta-
mento da carga hidraulica na regido baseado
em alguns dados de medigdo, como qualquer
método numérico o valor ndo é exato, mas
aproximado. Considerando que o erro encon-
trado entre o valor da carga hidraulica real e 0
valor obtido pelo método nesse cenario foi
aproximadamente de 4,3%, € possivel afirmar

is da Solugdo Numérica (MESHLESSY G=0.1
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que a metodologia aplicada fez representagéo
eficiente da regido.

b) Cenario 2:

A divisdo em vinte e cinco nds gerou
as equipotenciais e residuos mostrados na fi-
gura 11. Através do método, o parametro de
forma ‘c’ obteve 0 mesmo valor do cenario
anterior de 0,1.
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Figura 11 — Equipotenciais de carga hidraulica relativas aos 25 nds (lado esquerdo) e gréfico dos residuos

(escala logaritmica) (lado direito)

Figure 11 — Equipotential of hydraulic head with 25 points (on the left) and graph of residues (logarithmic

scale) (on the right)

O sentido do fluxo hidrico encontrado
no cenério 2 foi 0 mesmo encontrado no cené-
rio 1, entretanto, devido ao aumento do nu-
mero de nds no interior da regido de trabalho,
foram encontrados mais nés com carga hi-
draulica de menor valor, 0 que gerou uma
maior expansao superficial da equipotencial
de menor valor.

Os pogos 52 (carga hidraulica de
412,0m) e 64 (carga hidraulica de 404,6m)
continuam nas zonas de equipotencial acima
dos 400m. Para 0 pogo 56 (carga hidraulica de
389,4m) os limites de sua zona passaram para
as equipotenciais 388m e 394m, ou seja, au-
mentaram em 1m. O poco 68 (carga hidraulica
de 377,8m) esta na zona entre as linhas 375m
e 382m, sendo que nesse apenas o limite su-
perior variou em 1m. Assim, percebe-se que
0s quatro pocos de carga hidraulica conhecida
continuam atendendo as condicGes de con-
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torno.

Essas variacOes ndo implicam no re-
sultado, apenas na nova distribuicéo devido ao
aumento da quantidade de novos nés, cada um
como um novo valor de carga hidréulica, e por
ISSO existem as variagoes.

O poco de observacdo 67 nesse cena-
rio estd situado na zona entre as equipoten-
ciais 363m e 369m, cujo valor interpolado in-
dica uma carga hidraulica de 364,5m, o que
corresponde a um erro de aproximadamente
5,2%.

c) Cenario 3:
Os 36 nos distribuidos geraram o gra-
fico de equipotenciais mostrado na figura 12.

O parametro de forma continuou igual a 0,1,
como mostra o grafico de residuos.
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Figura 12 — Equipotenciais de carga hidraulica relativas aos 36 nos (lado esquerdo) e grafico dos residuos
(escala logaritmica) (lado direito)

Figure 12 — Equipotential of hydraulic head with 36 points (on the left) and graph of residues (logarithmic
scale) (on the right)

Como a variacdo no nimero de pontos foi A partir do cenério 4, a quantidade de
pequena, as zonas equipotenciais dos quatro nds foi aumentada consideravelmente com a
pocos mantiveram-se as mesmas, com exce- finalidade de verificar qual o comportamento
¢do do pogo 68 (carga hidraulica de 377,8m), das equipotenciais e da carga hidraulica do
cuja zona ficou entre as linhas 376m e 382m.  po¢o 67 em relagdo aos cenarios anteriores.

Para 0 poco 67 a carga hidréulica en- Com 100 nés distribuidos, o gréafico
contrada foi igual a 364m, o que gerou um das equipotenciais mostrado na figura 13, pos-
erro de 5,3% em relacdo a carga hidraulica sui um formato semelhante, sendo que as li-
medida. nhas foram atenuadas e agora possuem uma

forma mais curvilinea.
c) Cenario 4:
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Figura 13 — Equipotenciais de carga hidraulica relativas aos 100 nds (lado esquerdo) e grafico dos residuos
(escala logaritmica) (lado direito)

Figure 13 — Equipotential of hydraulic head with 100 points (on the left) and graph of residues (logarithmic
scale) (on the right)
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As zonas de localizagao foram modifi-
cadas apenas para 0s pogos 56 e 68. O pogo
56 ficou situado entre as linhas equipotenciais
de carga hidraulica 387m e 394m. Ja o poco
68 localiza-se entre as linhas 381m e 376m.
Em ambas as situacGes, € possivel notar que
ocorreu uma variagdo de 1m nos limites inici-
ais em cada zona. Mais uma vez, essa variagéo
é explicada devido ao aumento da quantidade
de nos utilizados para representar a regido.

A carga hidréaulica calculada para o
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poco 67 foi aproximadamente igual a 363m, o
gue gera um erro em torno dos 5,6%.

e) Cenario 5:

A figura 14 mostra as equipotenciais e
0s residuos gerados nesta simulagdo com 400
nés. O valor da variavel ‘c’ encontrada pelo
método e utilizada na metodologia obteve um
valor de 0,1.
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Figura 14 — Equipotenciais de carga hidraulica relativas aos 400 nés (lado esquerdo) e grafico dos residuos

(escala logaritmica) (lado direito)

Figure 14 — Equipotential of hydraulic head with 400 points (on the left) and graph of residues (logarithmic

scale) (on the right)

Nesse cenario praticamente ndo houve
mudanca nas linhas equipotenciais geradas
em relagdo ao cenario 4. Os valores numéricos
ndo sofreram alteracdo, a disposicdo das li-
nhas continuou como nas simula¢ées com me-
nos nads, exceto pelo aspecto visual das equi-
potenciais, em que as suas curvas ficaram
mais suaves em relagdo aos cenarios anterio-
res.

Sem sofrer variagdes, a carga hidrau-
lica do poco 67 continuou em 363m, ou seja,
0 erro associado também continua de 5,6%.

f) Cenario 6:

Nesta ultima simulacéo, a regido teve

358

625 nos utilizados para construir sua represen-
tacdo. Na figura 15, observam-se as equipo-
tenciais e o grafico dos residuos, bem como, o
valor de 0,1 para a variavel ‘c’.

Em relacéo ao cenario 5, ndo houve al-
teracOes, as equipotenciais geradas com 625
nds sdo praticamente iguais as equipotenciais
geradas com 400 nds. Quando comparado ao
cendrio 4, o que pode ser notado é uma mu-
danca estética na apresentacdo das equipoten-
ciais.

Dessa maneira, os valores de carga hi-
draulica para o pogo 67 e 0 erro correspon-
dente permaneceram inalterados.
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Figura 15 — Equipotenciais de carga hidraulica relativas aos 625 nos (lado esquerdo) e grafico dos residuos

(escala logaritmica) (lado direito)

Figure 15 — Equipotential of hydraulic head with 625 points (on the left) and graph of residues (logarithmic

scale) (on the right)
4 CONCLUSOES

Para o caso 1 (hipotético), em todos os
trés cenarios simulados, o valor de ‘c’ encon-
trado pelo método proposto, buscando o me-
nor residuo total, foi 0 mesmo valor de ‘c’
quando a solu¢do numérica foi comparada a
solugdo exata, sendo obtido o menor erro.
Dessa maneira, se o valor do “c’ proposto pelo
método, fazendo uso dos residuos é igual ao
‘c’ fazendo uso da solucdo exata, entdo se
pode afirmar que o modelo proposto encon-
trou 0 melhor resultado possivel para o mé-
todo livre de malha apresentado.

Os resultados numericos encontrados
para o caso 1, atraves da metodologia livre de
malha utilizando a RBF multiquadrica com a
busca pelo parametro de forma por meio do
menor residuo, aproximaram-se bastante dos
resultados obtidos com o uso da solucdo exata.

As equipotenciais geradas pelo mo-
delo no caso 1 obtiveram resultados seme-
Ihantes aos cenarios 2 (25 nds) e 3 (36 nos),
entretanto, percebe-se pequena diferenga em
relacdo ao cenério 1 (9 nos). I1sso mostra que
0 método pode ser utilizado com um pequeno
namero de nds, mas é necessario atentar para
que a quantidade de nds represente suficiente-
mente a regiao.

No caso 2, aplicado em uma pequena
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regido da Bacia sedimentar do Araripe, 0s re-
sultados para 0s trés primeiros cenarios de 9,
25 e 36 nGs mostraram que o erro associado a
carga hidraulica do poco 67 foi igual a 4,3%,
5,2% e 5,3%, respectivamente. Entretanto, nas
trés simulagdes com 100, 400 e 625 nds o erro
permaneceu constante em 5,6% e as linhas
equipotenciais também nao se modificaram.

No decorrer das simula¢Ges no caso 2,
pode-se perceber que 0 aumento no nimero de
pontos na regido de trabalho ndo diminui o
erro de célculo, mas ajusta as equipotenciais
de forma mais adequada na superficie estu-
dada. Além disso, apesar do erro da carga hi-
draulica do poc¢o 67 ter crescido em 1,5%, ndo
significa que o erro tenha aumentado para
toda regido de trabalho, uma vez que as regi-
des proximas ao contorno descreveram bem
Seus poc¢os, ou seja, com uma maior quanti-
dade de dados, acredita-se que o modelo se
adeque melhor, uma vez que havera melhor
representacdo do contorno.

O fato dos valores finais se manterem
constantes a partir de certo nimero de pontos
confirma a relagdo tratada por Kansa (1990),
em que é possivel trabalhar com a fungédo de
aproximacdo multiquadrica utilizando uma
quantidade reduzida de pontos.
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A aplicacdo de métodos numéricos li-
vres de malhas é relativamente recente,
quando comparados as metodologias mais co-
nhecidas e tradicionais, como MEF e MDF,
mas 0s resultados mostram que existe uma
possibilidade para buscar valores para o paré-
metro ‘c’ e de aplicd-lo para simulagdo de
fluxo subterréaneo, por ter apresentado eficien-
tes resultados.
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