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RESUMO Este trabalho propde uma metodologia numérico-acelpara problemas transiente de transporte de
contaminantes unidimensional. Trata-se de um ex@mplqual a metodologia numérico-analitica é coagieao método
dos elementos finitos e a solucédo analitica. A datgia apresentada tem o objetivo de reduzirtaliligdade numérica e as
oscilacdes ocasionadas pela discretizacdo temppral geralmente ocorrem nos métodos numéricos imadis. A
metodologia numeérico-analitica € uma metodologistaninumérico em relacéo ao espaco e analiticeekgéo ao tempo,
diferentemente da forma como é feita nos métodaséniaos convencionais, onde o espaco e o tempdiséi@tizados
utilizando métodos numéricos. Nesse estudo foizatlb um modelo tedrico unidimensional na verifi@agla solucdo
numeérico-analitica para o problema de transporteodeaminante. Para valida¢@o dos resultados fapitados o método
dos elementos finitos e a solugdo analitica dagigqude transporte ao modelo tedrico. Os resultaldos validam a
metodologia numérico-analitica, uma vez que asasumbtidas com a metodologia numérico-analiticatodeé dos
elementos finitos e solucdo analitica ndo apresediferencas consideraveis.

Palavras chave: métodos numéricos, modelagem, modeiérico-analitico.

ABSTRACT This work proposes a numerical-analytical methaghpléor one-dimensional transient contaminant
transport problems. We present an example in wihishnew approach is compared to the finite elemegthod and the
appropriate analytical solution. The new methodplogduces the numerical oscillation and instabifitpblems which
normally occur in the traditional approach. The meethodology is mixed: numeric with respect to spaed analytical with
respect to time. In this study it was used a theaeanalytical solution in order to verify andidate the new methodology.

Keywords: numerical method, modeling, numericallgieal method

INTRODUCAO novas metodologias, como é o0 caso deste

Equacdes diferenciais ordinarias e parciaf§abalho.
aparecem na solucdo de inimeros problemas de A solucdo analitica das equagdes diferenciais
engenharia, em especial, na area de transporteP@éciais envolve expressao na forma fechada
contaminantes. Sem divida, os métodoglida em todo e qualquer ponto do dominio do
analiticos s&o a melhor forma de solucionar esseblema. Em contraste, solugdes numeéricas
problemas, pois fornecem uma solucéo de fornf@rnecem respostas somente em pontos discretos
fechada. Como poucos casos reais tém solucg@® dominio, chamados pontos nodais ou pontos
analitica possivel ou viavel devido agla malha. A maneira de obter essas equacdes
dificuldades impostas pelo conjunto de equagdédgébricas € que caracteriza o tipo de método
que regem o fendmeno (normalmente equacdRgMErico.
diferenciais parciais de 2.2 ordem e néo lineares), A dinamica dos contaminantes no solo & um
0os métodos numéricos aparecem Ccomo unioblema de natureza transiente e pode ser

ferramenta eficiente na solugdio de problemdgaduzida pelos modelos analiticos ou numéricos
complexos. de transferéncia de massa. A modelagem e a

Mesmo as solugBes analiticas para algus#nulacdo desses fendmenos sdo feitas através da
problemas, quando existem, normalmente conté#flucdo da equacdo diferencial parcial do
séries infinitas, funcdes especiais (ef), e problema. Na maioria das vezes, os problemas
apresentam limitagdes que implicam erf€@is de transporte de contaminantes s&o
consideracdes pouco realistas, tais como: mdsolvidos utilizando-se  uma  metodologia
semi-infinito, homogéneo, isotrépico, etc. Enfiumérica para o espago (Elementos Finitos,
geral, as solucdes analiticas servem de base pRfgrencas Finitas ou Elementos de Contorno) e
a compreensdo do comportamento do sistema @éra para o tempo, o Método das Diferencas
equacdes, para o desenvolvimento de métododigitas. O problema com tal metodologia € que,

validagdo de cédigos computacionais e pafgpendendo da relagéo entre o intervalo de tempo
escolhido e o espacamento entre os nés da malha,
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pode ocorrer instabilidade e/ou oscilacAaondi¢cdes no inicio do processo fisico (condigdo
numérica. Além disso, para minimizar ainicial). A definicAo precisa das condi¢cbes de

propagacdo do erro de um intervalo de tempoontorno e inicial é a parte mais importante para
para outro, esta relacédo deve ser otimizada. 0 processo de modelagem do transporte de
Visando evitar tais problemas, este trabalhcontaminantes e escoamento de &guas
propde um tratamento misto para os problemasubterraneas.

transientes: numérica no que diz respeito ao As condi¢Bes iniciais para o transporte de

espaco e analitica em relacdo ao tempo. Aontaminantes sdo usadas para especificar a
principal vantagem desse tipo de solugcdo emoncentracdo do contaminante no sistema, C, no
comparacdo com a conhecida solugdstante que o modelo de simulag&o se inicia, isto
exclusivamente numérica é que ndo haverig, emt =0, e sdo dadas por :

necessidade de se otimizar a relacdo entre o

intervalo de tempo escolhido e o espagamento C(x0)=0 )
entre os nés da malha. ou
Atualmente varios trabalhos tratam da C(%0)=C, (x) (3)

problematica da instabilidade e oscilacdo dos

modelos  numéricos.  Dentre  outros,  foig,ge C,(x) é a concentragdo inicial de

apresentado por Sudick (1989) uma técnica de taminante. A Eq. (1) & d dics
transformar a equacéo diferencial de transporte%n aminante. d. (1) € usada como condi¢ao

partir da transformada de Laplace, e resolvé-lﬁ"r']c'a;negra le;enlgas gln(;l: rgiznf;nézmsllﬁ%zs
numericamente por elementos finitos. Estg a4 qu g. (2) rep !

técnica apresentou bons resultados, e peﬂiue E:Scsgr?dr? g(lagsu?: ggmgmg]agi(rlsua vez. sAo
inexisténcia da discretizacdo temporal, os erros ¢ » P ’

numéricos decorrentes desta discretizacao fora\?/riﬁgzsloges er?:jaeﬁrgaggi)sci dgéljs ojscpoencég%?rz ag
sensivelmente diminuidos. P &

de contaminante) ou fluxo nos contornos do

EQUACAO DE TRANSPORTE dpminio, e sao usa_das para incluir os efeitos do

UNIDIMENSIONAL DE CONTAMINANTES sistema hidrogeoldgico externo a area modelada.

NAO REATIVOS Quatros tipos de condicbes de contorno

Dado um modelo unidimensional onde 0geralmente sdo utilizadas para descrever o
dgscoamento de agua subterranea e transporte de

meio poroso € homogéneo, isotropico e satura & taminant E dicdes d "
o fluxo é constante e a lei de Darcy é vélida e gontaminantes. £ssas condicoes de contorno se

contaminante move-se com a agua subterran8Rresentam na seguinte forma:

por adveccdo, dispersdo mecanica e difuséppg 1 (Dirichlet) — concentraco definida, G=C

molecular, € nado sofre nenhum processo dging 2 (Neuman) — gradiente de concentracéo,
reacdo quimica com a matriz porosa e/ous ;s - o

delc?lmento. Pa;fa_ etSted cads_ot ' bos_ ~par:r(rgetr(;ﬁpo 3 (Cauchy) — mista
relativos ao coeficiente de dis I’I.UI(;Z.B.OdX Tipo 4 — fronteira livre.
decaimento X) sdo considerados iguais a zero.
Neste caso a equacgao diferencial que rege o A condicdo de contorno Tipo 1 faz com que
problema no seu estado transiente € dada por: o sistema de equacdes seja particionado de
acordo com os nés nos quais os valores da
aC 2’C  oC 1 fung&do sdo conhecidos.
_— X——VX— ( ) -~ . ,
ot ox2 X A condicdo de contorno Tipo 2 é
considerada a condicdo de contorno natural do

7

onde D,=D+D*, Dx € o coeficiente de problema, que € satisfeita naturalmente na
dispersdo hidrodinamica na direciio x, D ¢ §olucdo da equacdo de transporte. A aplicagao
coeficiente de dispersdo mecanica, D* ¢ dlesta implica na satisfacdo da condicao de
coeficiente de difusdo molecular e e a 9radiente de concentragdo nulo no contorno, que
velocidade da agua no meio poroso. em alguns casog'leva a erros na determlnagao ,da

solucdo. A utilizacdo desta condicdo esta

CONDICOES INICIAL E DE CONTORNO vmgulada ao afastamento do contorno da regido
de interesse.

A solucdo de qualquer equacao diferencial jma alternativa para este problema é a

dependente do tempo (transiente) requer @ijizacao da condicdo de contorno do Tipo 4.
especificacdo de condicdes na fronteira dggie tipo de condicio de contorno ndo &

sistema estudado (condicoes de contorno) € @dterminado por condices externas, mas como
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parte da solugédo do problema. No caso do campansporte sem decaimento ou retardamento e
de velocidade ndo ser nulo, ndo h& necessidadelo saturado (OGATA; BANKS, 1970). A
de uma condi¢cdo para garantir a unicidade dsolucdo analitica € obtida para um meio semi-
solugdo. O efeito da existéncia deste tipo dmfinito submetido a condicdo de contorno Tipo
condicdo de contorno equivale a se ter d, na posicdo x =0.
contorno da malha no infinito. A condicdo de
contorno Tipo 3 representa uma fonte de C_CO{ {L—vt} {vx} {L+th

~ . . =—2| erfc +exps— rerfc
concentracao cuja taxa é constante. 2 2Dt D 24Dt

A condicao de contorno aplicada no exemplgnde erfc é a funcio de erro complementar.
desenvolvido neste trabalho € descrita pela

condic&o de contorno Tipo 1. MATERIAL E METODOS

~ ] ~ A forma unidimensional da equacdo do
SOLUGAO ANALITICA DA EQUAGAO DE transporte de contaminante para fluxo uniforme

TRANSPORTE < ~ . N p
N . N de 4gua subterranea e meio poroso homogéneo, é
As solucdes analiticas da equacdo dgggq por (ISTOK, 1989):
transporte de contaminantes tém sido derivadas ’

para uma variedade de condicGes de contornogy-~ 2(6C P P
(e.g. VAN GENUCHTEN; ALVES, 1982, O&iLDx ;(2 )_VX&_pstE_MeC_PKdC) 4)
SEGOL, 1993; LEIJ; TORIDE, 1995). Apesar de

simples, as solucdes analiticas necessitam deqa ¢ g g concentracdo do contaminante
cuidadosa atencdo no que se refere as condicQ n(;:'io do tempo)p é o contelido de agua

de contorno que sdo empregadas na andli Slumetri ; . ;
- . umetrico do meio porosox\a velocidade real
matematica do problema fisico (PARKER; VAN da agua; R é o pcoeficii(e Me de disperso

GENUCHTEN, 1984; TORIDE et al., 1993). hidrodinamica;ps é a densidade do meio poroso

Embora - a maioria d?‘s. _solugoes ff".na.“t.'cafaq[]ifero); K o coeficiente de distribuicdo ou
pertenca aos meios infinito e semi-infinito, <

~ oy C oo oiparticdo; & @ o coeficiente de decaimento de
solucdes analiticas para um meio finito tém S|d§

d vid 5 q tilizad rimeira ordem do contaminante.
esenvolvidas € estao sendo uliizadas para g importante salientar que para obtencéo da
quantificar o transporte de contaminantes. Est

~ ~ - Naéq. (3) foram assumidas as seguintes hipoteses: €
solucbes sdo normalmente utilizadas em solu¢ogsiqa” a lei de Darcy; o meio poroso é

numericas (EEJKE; TORIDE, 1998). . homogéneo e isotropico; a porosidade e a

e . - Bondutividade hidraulica sdo constantes no
semi-infinito consideram que a concentracdo d?empO' 0s mecanismos fisicos de difusdo

contaminantesémacroscopicamente continua er%lecular e diSpEI’SéO mecanica podem ser

todo perfil de solo e que n&o ocorre diSpersaﬁatados conjuntamente como mecanismos de
' espalhamento de Fick; fluxo permanente (carga

externamente (DANKWERTS, 1953; WEHNER
4hidraulica constante e conseglientemente vazéo

WILHELM, 1956). Desta forma, solugbes par
uma condicdo de contorno infinita podem SeEonstante); a densidade e a viscosidade da
'solucéo séo constantes ao longo do tempo.

aplicadas para uma regido finita (PARKER
VAN GENUCHTEN, 1984). Parlange et al.
(1992) mostraram que a concentragéo na saida ge-ropo pos ELEMENTOS FINITOS
um sistema estard entre os valores

prognosticados quando usamos um meio finito e Dado um o!omlnlo com uma geometria
uma condicao de contorno infinita dgualquer, o Método dos Elementos Finitos

Embora os problemas de transporte déMEF) consiste em dividi-lo em subdominios

contaminantes em sua maioria sejam resolviddga's.s'mples’ chamadqs de elemen~tos. O MEF
numericamente, as solucdo analiticas ainda cRgrmite que seja obtida a solucdo ou uma
utlizadas em muitas pesquisas porquéProximacdo desta, para qualquer forma
descrevem com maior precisdo as caracteristic§§ometrica, utiizando a aproximacéo dos valores

fisicas do problema. As solucdes analiticag|Odals no dominio do elemento. Esta

rormaimente ndo possuem os problemas. EIONTACE0 ¢ fela ulizandorce funcoes aue
dispersdo numérica e erros de truncamento q P ¢ '

numéricas. Como base de comparacao ZJ

validacdo da metodologia proposta, utilizou-se |n|(tj:s,n éaécgggigggggga(cgsggn::i?]gt)am'::rgsluego
solugdo analitica da equagdo unidimensional ' ¢

aproximada para C, na forma:
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© 0Cy

~ n Re C —_—
C(e)(X): N(&)c. (4) 1 1 ot 5
B el L@ L ®

. R(e) Ch oc,

sendo, c® a solugdo aproximada para a ot

concentracdo do contaminante dentro do
elemento; N sdo as funcdes de interpolacdconde, [B¥] é a matriz de dispersdo do elemento e
para cada né do elemento e G3o as [A®]éa matriz de sorgdo do elemento.
concentracdes desconhecidas do contaminarfi@ a formulacdo consistente é usada para a
em cada n6 do elemento. derivada do tempo em uma solugdo aproximada
Quando a solugdo aproximada € substituidgyc
na Eg. (3), na qual C = C(x, t) a equacdo——, a matriz de sorgdo do elemento é definida
diferencial ndo é totalmente satisfeita e ocorre
um erro, ou residuo, em todos os pontos dg°Mo-
dominio do problema. A contribuicdo do o
elemento para o residuo no né i é: N©

w0 o Do Lo toxan AL [N ¥

o 6% (6) © . n 0
- R - ®
20800 7 U
D(e)] € definida como:
onde, Wi¥ é a funcéo de peso para o nd i e og (©) N
limites da integracdo sao escolhidos para %
representar o comprimento do elemento. No |:D(e):|: I : [D}e)e@} aqfe)___awe) "
método de Galerkin Wi = Ni®. P B x X
Assumindo que as propriedades do meio a\;( b
poroso e a velocidade da &gua subterrdnea séo o
constantes dentro do elemento (mas podem NGO
variar de um elemento para outro), a Eq. (5) pode _
ser escrita como: N V@ aN© N "
. PO al® o - b
© _ ) o© o kX
RO =- [N D080 -k (7) NG|
© nd
r;(e(e)@e))_ AR +p0(e)Kd(e)@<e))} " N©
CINCIICNINORINC)
onde, 0 é o contetido volumétrico da agua no SN [Me R K )}['\ﬁ N, }dx
. Z @ . xL 0
meio poroso dentro do element@ é a constante
de decaimento radioativo, € propriedade do N
contaminante, ndo do meio poroso, sendo nd

constante para todos os elementos. O conteddo Quando é wusada uma formulagdo

volumétrico da agua e a velocidade da agugyncentrada paraé, a matriz de sorcdo do
subterrdnea podem ou ndo mudar com o tempo, o

por isso, duas formulagdes separadas da Eg. (@emento, sofre modificacbes sendo dada por:
sdo possiveis, para fluxo de agua no estado
permanente e transiente. 1 0

No fluxo de &gua subterrdnea no estado o
permanente (meio saturado ou n&do-saturado), o [A(e)}(%(e)Kd(e) +9(e))V(7
conteldo de &gua e a velocidade aparente s&o n
constantes para todos o0s passos de tempo.
Embora sejam constantes dentro do elemento,
eles podem variar de um elemento para outro.

Para o fluxo transiente, podemos escrever a Eq. A matriz de disperséo global [D] e a matriz

(6) na forma matricial, combinando asde sorcdo global [A] podem ser obtidas
expressdes para cada no do elemento.
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combinando-se as matrizes de cada um d @mmeérica para tratamento da variavel espacial x.

elementos numa malha. Foi usado neste caso, o método dos elementos
m finitos. O dominio foi dividido em 5 elementos

[O] = Z[D(e)] © unidimensionais lineares e iguais de 10 m e 6 nos
global g1 conforme a Figura 01. A contaminacdo é

m aplicada diretamente no N6 1. A concentragdo no

[A] ZZ[A(e)] Q) NO 6 tende a zero e a concentracdo nos demais

giobal e-1 nxn nés é desconhecida.

onde m € o numero de elementos e p é 0 nimero

de nds da malha. Dire¢éo do fluxo de &gua —»
A formulacdo residual (de peso) para a Z PO .
equacdo de transporte de contaminante € dadgpg 1 =10mgn | () @ e | @& @ 6
por: > 2 3 4 5 6
G
Cy ot . - )
(14) 3 L=50m L
O]y - ¢+ [A]} - 1= 1{F} Figura 1 - Exemplo unidimensional de transporte de
global | global . global contaminantes.
C, ac, Figure 1- unidimensional contaminant transport egéam
ot

Condicao Inicial : C =C(x,0)
Definindo-se os dois vetore{@} e {C} como:

10
0
dc, 0 (10)
C, " C(x,0) = 0
' . ®) 0
{C}: : {C}: 0
Cp dc, Condig&o de Contorno:
dt
C(0,t)=10 t>0
A Eg. (13) pode ser escrita como: C(wo,t) =0 t>0
[Al {C}+ D] {c}= {F/} ) 10
global global global
CZ
A Eg. (15) é um sistema de equacdes Cs (11)
diferenciais ordinarias, com solucéo para valores Cx0) = C,
de C e‘z_ca cada né na malha de elementos Cs
t

finitos, a cada tempo.

EXEMPLO TEORICO Visando eliminar a adogéo da,dlscretlza(;ao

N L. L i . do tempo, a partir deste ponto € detalhada a

A solucdo numerico-analitica foi aplicada ametodologia analitica para o tratamento da
um modelo tedrico unidimensional para o5 izvel tempo.

problema de transporte de contaminante. A Aq matrizes de dispersdo [D] e sorcdo [S]

velocidade da agua na diregéo do fluxo € de 0,0%,s elementos utilizando o método dos
m/d, o coeficiente de dispersdo adotado € de 1éPementos finitos s&o dadas por:

m’/d e a porosidade (n) é de 0,3 para todos 0s

elementos. O meio poroso € considerado @) @)

~ . ;. D 1 - Vv -11 19
homogéneo, isotrépico e saturadb £ n) e o [D(‘ﬂzﬁ{ } X(e){ }( )
sistema inicialmente encontra-se livre de o ax~ L L1 11 20%[-1 1
contaminacdo. Para solucdo do problema, 0

aplicou-se primeiramente uma metodologia
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KO 1@ @ 000 0] [G) oo 0065 0 0 ][C) [-15
[S(e)J:pDK(dﬂLloleo (20) 0100 0
rf® 201 2|01 d|G| |-015 020 005 0 ||G| | O

- -+ =
0 0 10 O|dt|C, 0 -015 050 -005||C, 0

o 0 001 |G| 0 0 -01500]Jc| (0
Substituindo-se os valores dg, D, v e [,

nas Equacoes (19) e (20), temos as matrizes dg spreviadamente:
disperséo e sor¢éo, as quais sao iguais para todos

os elementos do sistema :
[s]%t(t)} +[Dl{cwy={f; (12
0 =09 =09 =0fP =i :{005 *)-05}
015 05 onde [S] e [D] sdo matrizes n x n, para 0 NOSSO
exemplon = 4.
S =5 =s©) —5(e) = g©) :E 2} A Eq. (22) pode ser reescrita da seguinte forma:
~ . : ~ d{Ct)} o1 1 (23)
onde D sdo as matrizes de dispersdo e S as — — =-15] [DI{C(t)} +[SI*{f(1)}

matrizes de sorcdo dos elementos.
As matrizes de dispersao [D*] e sor¢cao [S*]gy,
global sdo respectivamente:

005 005 O 0 0 0
-015 020 005 O 0 0
0 015 020 005 O 0
0

@ ~[AJCOY + (FO) @3)

D= _
P19 5 0 015 0 -0 [A]:—[S] 1[D] e
0 0 0 -015 020 005
0 0 0 0 -015 015 1
{F)}=[S] {ft)} (14)
5 0 0 0 0 0]
010 0 0 0 O A solucgéo de (22) € dada por:
0 010 0 0O
57=16 0 0 10 0 o t
00 0 0 10 0 {c)} =t {C}tzoJre[A]tI e {Fs)jds (26)
00 0 0 0G5 0

Usando-se a metodologia de Galerkin e uma .
formulacdo concentrada para as matrizes d® célculo J‘e—[A]S{F(S)} ds€ obtido substituindo-se
dispersdo e sorcdo, chegar-se a um sistema de 0

equacGes diferenciais ordinarias do tipo: na matriz de transferéncia os valores de t por (-s)
,coms variandode O a t.

[S*]M_,_[D*]{C(t)}:{f*(t)} (21) A matriz exponenciale[A]t € conhecida como
dt matriz de transferéncia. Esta matriz € de

A ; x . . fundamental importancia para a metodologia,

onde, [S*] € matriz de sorcdo global; [D*] é .

matriz Eje]disperséo global; {QC(t)}gé 0 vet[or ]quesendo determinada por (Castro, 1997):

contém o valor da concentracdo do contaminante

nos nés da malha e {f*(t)} é conhecido como oe™! =gp|l] +ay A +a2[A\]2+'-'+8n_1[A\]n_1 (27)

vetor de carga nodal, o qual contém as condicdes

de contorno referentes a derivada da variavel Como, n=4, a equacéo acima fica:

dependente (contaminante) nos nés da malha, as

quais podem também ser funcéo do tempo. AglA]t —ap[I] + &, [A] +a, [A]2+a3 [A]3 (28)

matrizes [S*] e [D*] s&o matrizes n x n (no caso

da Figura 01, n=4). Considerando-se apenas Mide os coeficienteso,aa, @ € a podem ser

nos 2, 34 €5, ou seja,, levando em considerag Bterminados usand(;-sé o fato de que os

a conectividade dos nos, com uso da Eq. (2 utovalores de [A] também satisfazem a Eq. (28)

podemos escrever o0 seguinte sistema: (CASTRO, 1997). Desta maneira, podemos

formar o seguinte sistema de equacgdes:
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9.972-3e %" - 0.028e %0 - 3.2¢ 7002

eM —ay +a;hy +ayiy Faghy
9.899-1.5e 700 _0.007e70954 _ 0.056e70028! | 5 470028t

It _ C(t)} =
e = dg + al7\.2 + a27\.2 +a3k2 (29) {ew; 9.956_ 6o 001t _ 4 2g"0.054t _(y 44070028t |  54,-0.028t
At 9.955_ 6.9 001t _ (g 3g70-054t | (3 9()g0-028t _ 3 4-0.028t
e =ay+a;hy tayhg +aghg e e +0.20e e
Mgt _
e =ag +agh, +ash, +agh, RESULTADOS

Os gréficos a seguir mostram a comparagao
dos resultados obtidos utilizando a metodologia
numérico-analitica (MNA) e o Método dos

o x : : lementos Finitos (MEF). O passo de tempi) (
matriz inversa de sorgéo pela matriz de dISpersaE%iliza 46 o MEF foi de 10 dias.

onde, A1 , A» , A3 € Ay SAO OS autovalores da
matriz [A], sendo a mesma dada pelo produto da

Eqg. 25). . .
(Eq. 25) Os resultados validam a metodologia
002 0005 O 0 numeérico-analitica, uma vez que as curvas
0.015 -002 0.005 0 obtidas com as duas .me,tod'ologlas nao
A= apresentam diferencas consideraveis. No caso do

0 0.015 -0.05 0.005

Método dos Elementos Finitos, o intervalo de
0 0 0.015 -0.020

N tempo At poderia ser reduzido, visando-se
Seus autovalores sao: alcancar resultados mais precisos. No entanto,
existem dois aspectos muito importantes a serem
considerados neste caso:

1. A reducdo deAt implicaria em mais
?terat;ﬁes, podendo gerar acumulacdo de erros
computacionais e;

2. Sem conhecer a solugdo analitica (exata),
ndo ha possibilidade de se saber o erro que se
estd cometendo ao se adotar um determinado
a, =440 0" 740 073 _20g 0P | 320 00 As curvas atingem o estado permanente apés
&, = 140008 2% 290008 %18 17008 0% , 160008 0O um intervalo de tempo de 300 dias para as duas

metodologias, exceto no N6 2 onde o estado
8, =140000e **" ~310000e *#* 220008 *%* +1900008 = permaner?te comeca a ser alcancado para um
) intervalo de tempo muito menor ao MNA, t =

Fazendo uso da Eg. (28) determina-s§ng gias, como pode ser visto nos graficos das
explicitamente a matriz de transferéncia. O Vetoﬁigura, 2.3 4eb.

{F(1)} € calculado a partir da Eqg. (25): Como no Método dos Elementos Finitos

estamos tratando com retas, as curvas

L =-0.01 1, =-0.028; L3 =—0.054; ), = -0.018;

Substituindo os autovalores na Eq. (29)
resolvendo-se o sistema para os valores,da,a
a e a, temos:

8, =416 0% _4,85 008 _10g 0054 1 g 0028

-0.15 L .

caracteristicas do transporte em todos o0s nés

{F)} = 0 encontram-se abaixo das curvas da metodologia
o Numérico-Analitica  obtidas de  funcdes

exponenciais.

E importante notar que {G} corresponde as As Figuras 6, 7, 8 e 9 apresentam a

condicBes iniciais para os nos 2, 3, 4 e 5. Como@®mparacéo da solugéo analitica com o metodo
sistema encontra-se livre de contaminagaBumerico-analitico (MNA). A comparagdo €
temos: exclusivamente para mostrar a concordancia

o0 entre os valores de concentracdo obtidos com a
0 solugdo analitica e com o MNA. Pode ser
{CO} o = 0 observado que, apesar de nédo ser perfeita, existe
0 a concordancia entre as duas curvas para todos 0s
nés do dominio, fato que valida a metodologia
Neste ponto, a solugdo {C(t)}, transiente eapresentada.
permanente, esta completamente determinada
através do uso da Eg. (26).
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Cimgil)
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Figura 2 — Variacao da concentragdo no tempo pard
N6 2 utlizando o Método Numérico-Analitico

Figura 2 — Variagdo da concentragdo no tempo paiddo
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Figura 5 — Variacao da concentragdo no tempo para o
N6 5 utlizando o Método Numérico-Andlitico

Figura 5 — Variacao da concentragao no tempo pafdd

5 utilizando o Método Numérico-Analitico (MNA) e o

(MNA) e o Método dos Elementos Finitos.
2 utilizando o Método Numérico-Andlitico (MNA) e o (MNA) e o Método dos Elementos Finitos.

Método dos Elementos Finitos

Cmgil)
/

Método dos Elementos Finitos.

Cirmgil)
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TIMA,
MWEF

Finitos.
Figura 3 — Variacao da concentragao no tempo pafdd
3 utilizando o Método Numérico-Analitico (MNA) e o NG 2.

Método dos Elementos Finitos.

Figura 3 — Variacdo da concentragdo no tempo
para o N6 3 utilizando o Método Numérico-
Andlitico (MNA) e o Método dos Elementos

IihA
Solugdo Analitica

Figura 6 — Comparacdo do Método Numérico-
Andlitico (MNA) com a Solucao Analitica para o

Figura 6 — Comparacdo do Método Numérico-
Analitico (MNA) com a Solucao Analitica para o N6 2

ClrgdL)
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MEF
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Finitos.
Figura 4 — Variacdo da concentragdo no tempo para o
N6 4 utilizando o Método Numérico-Andlitico (MNA) e

0 Método dos Elementos Finitos.
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Figura 4 — Variagdo da concentragao no tempo
para 0 NO 4 utilizando o Método Numérico-
Andlitico (MNA) e o Método dos Elementos

Figura 7 — Compara¢édo do Método Numérico-
Andlitico (MNA) com a Solucao Analitica para o

N6 3.
Figura 7 — Comparacdo do Método Numérico-
Analitico (MNA) com a Solugdo Analitica para o No 3
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ClrgdL)

Numérico-Analitica (MNA) e o Método dos
Elementos Finitos (MEF), considerando-se um
tempo de 10 dias, e calculado o erro relativo
entre a duas metodologias (Tabela 1). Apesar dos
valores de concentracdo nos nés 3, 4 e 5
encontrarem-se na mesma faixa de variacdo, os
erros relativos sdo altos. No entanto, este fato
ndo compromete a validade da metodologia
apresentada, uma vez que a mesma tem sua
validade demonstrada através da solucdo

analitica.

i
o 100 200 300 400 500 600
t(d)
T U s Tabela 1 — Erro relativo entre a Metodologia
_ _ _ _ Numérico-Analitica e o Método dos Elementos
Figura 8 — Comparagdo do Método Numerico-  riniios
Andlitico (MNA) com a Solucao Analitica para o : Erro elativo
NG 4. No6s MNA MEF (%)
Figura 8 — Comparacdo do Método Numeérico- 0
Analitico (MNA) com a Solucao Analitica para o N6 4 2 7.81 9.12 16.77
o] eosessecsssscesesee 3 1.17 1.75 49.57
o ,r" 4 1.02 0.342 66.47
’ / 5 0.48 0.066 86.25

Cirmg/L)

NA
Solugdn Analitica

As figuras 10, 11 e 12 mostram a evolucao
da concentracdo em relagdo a distancia para os
tempos de 20, 100 e 300 dias, utilizando-se o
Método dos Elementos Finitos (MEF), a
metodologia Numérico-Analitica (MNA) e a
solugdo analitica. A curva de decréscimo da
concentracdo é muito mais acentuada nos 20
primeiros dias e torna-se mais suave apos 300

Figura 9 — Comparacdo do Método Numérico-
Andlitico (MNA) com a Solucao Analitica para o

dias, intervalo de tempo no qual o sistema
comeca e entrar no estado permanente, como

NG 5.
Figura 9 — Comparagdo do Método Numérico-
Andlitico (MNA) com a Solugéo Analitica para o N6 5 mostram as figuras 10, 11 e 12.
No MEF e no MNA os valores da

Charbeneau (2000) mostra que existe u

ncentracdo no final do dominio (L = 50 m) sé@o

diferenca no formato das curvas de transporte ¢g o 350 mg/L e 0,251 mg/L para t = 20 dias
contaminantes quando as solu¢des séo obtidas ng ’mg/L e 2102 r’ng/L para t = 100 dias e 9 61
entrada e na saida do dominio. Quando a solug%/L e 915 mg/lL para t = 300 dias

€ obtida para a entrada do dominio, como € Qspectivamente. Com o uso da solucdo analitica
caso dos metodos numericos € nNUMEriCQsg yvalores da concentracio para os tempos de 20,

andlitico, os valores das concentracdes variam ‘1‘?)0 e 300 dias no mesmo ponto do dominio s&o
1,15 mg/L e 9,8 mglL,

acordo com as condi¢cbes contorno, tendo se

0 mg/L ;

valores variando no eixo dos y. Para as solu¢oggspectivamente. Os valores obtidos com 0 MNA
obtidas na saida do dominio, como € 0 caso d@S\IEF encontram-se na mesma faixa de variacio
solucdes analltlcas\, a concentracao inicial & zeggys valores obtidos com a solucdo analitica, com
e a curva cresce a medida que o tempo avanggcecso apenas do valor da concentragdo de 4,64
até atingir a concentracdo final. Isso explica Fng/L para t = 100 dias com uso do MEF.

diferenca apresentada entre a solugdo analitica € Figura 10 mostra que as curvas obtidas
0 metodo numerico-analitico nas curvas deom a MNA corrigem os problemas de oscilagéo
transporte de contaminantes (Figuras 6, 7, 8 € Ohumérica presente no MEF. A oscilacdo no MEF
Para se testar os resultados apresentad@Sgevido & obtencéo dos valores de concentracdo

foram deter,minados os valores das concentrac;(jg§n pontos discretos do dominio o que ndo ocorre
para os nos 2, 3, 4 e 5 para a Metodologia
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guando se usa o MNA onde os valores s&o "
obtidos através de uma equagéo exponencial.
Nas Figuras 11 e 12 fica explicito que os valores &)

de concentracdes obtidos com o MNA sdo bem
mais préximas da solugdo analitica do que ps

Cimg/L) o N

obtidos com o MEF. Jo
Para a medida dos efeitos da discretizacgo " s

espacial, define-se o nimero de Péclet, que ¢ a 2 " RO
relacdo entre a magnitude da velocidade (e
fluxo, o tamanho do elemento e o valor do 0 I T N
coeficiente de dispersdo. Para medida dos efeitos M im0 g

da discretizacdo temporal, define-se o ntimero (de S MMEEE
Courant, que é a relacdo entre a magnitude |da Pirins miEmRARE W

velocidade de fluxo Y, o tamanho dp |ntgrvaI9 Figura 11— Variagdo da concentracdo em relagdo a
de tempo (i) e o tamanho da discretizacd0yigtancia para os tempos de 20, 100 e 300 dias

espacial na direcao da velocidadex). utilizando a Solugédo Analitica e MNA.
DAUS et al. (1985) apresentaram um estudeigura 11— Variacdo da concentracdo em relacdo a

utilizando o método dos elementos finitos para distancia para os tempos de 20, 100 e 300 diazzatitio a
solugdo da equacdo de transporte dgolucdo Analitica e MNA
contaminantes, envolvendo a determinagédo dos T

valores limites para o numero de Péclet, e, T -
parametro que controla a instabilidade da solug@o al \e N
com relagdo a discretizagdo espacial e o nimero B
de Courant, para medida dos efeitos da - v N
discretizagdo temporal. Para que a solucao |da .
equacao de transporte ndo apresente instabilidade ’
€ necessario que os autovalores do sistema sejam 2 : K
reais e distintos e para iss’e<2 e

Cr <Pe/2. Desta forma, podemos dizer que p ’ IR B A
MNA ndo apresenta propriedades de 0
instabilidade devido a dispersdo numeérica, tengo ik Aralea =00
os valores do numero de Péclet e de Courgnt 77 ol Arslica =0

igual a 1,5 € 0,03, ’rgspectivt::l.mente. Isto MOStrEgura 12— Variagao da concentracio em relagdo a
aproximagdo razoavel da solugdo exata dgtilizando a Solucéo Analitica e MEF.

problema. Figura 12— Variagdo da concentragdo em relacdo a
distancia para os tempo de 20, 100 e 300 diaszatilio a

EF t=20
EF =100
EF i

=S

d
d
d

==n

Solugdo Analitica e MEF.

ClrgdL)

.
Cmg) |, 7

= = —~ —~ ~ «  meeeco Solugéo Analitica t = 20 dd

Figura 10 — Variacao da concentracdo em relacao a Tins §3:3§;3’,§:;}§:E:EEAEB o

S![ﬁsgr?:?o gal\:l?EFoz I\t/lel\rInApos de 20, 100 e 300 d“!—algura 13 - Variagdo da Solugdo Analitica

Figura 10 — Variagdo da concentracdo em relacio aextrapolando os valores em relagéo a distanciagsara
tempo de 20, 100 e 300 dias.

distancia para os tempos de 20, 100 e 300 diazatitio a ; o ~ .
MEE e MNA. Figura 13 — Variacao da Solugéo Analitica extrapala os

valores em relagéo a distancia para os tempo delR0,e
300 dias.
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Como as solugdes analiticas s&o obtidas pa@ONCLUSOES
um meio semi-infinito e 0 nosso modelo tedrico  Neste trabalho, propSe-se criar uma

trata de um meio finito, se extrapolarmos oSerramenta para analise de contaminacdo da &gua
valores de x para além do dominio, os valores d&ybterranea que fosse capaz de traduzir
concentragdo tendem a zero, como pode S@foblemas de transporte de contaminantes
observado na Figura 13. Este fato explica @nidimensionais, com preciséo e eficiéncia. Tais
variagdo no comportamento entre curvas obtidasbjetivos foram atingidos com a utilizacdo de
com os MNA, MEF e a solugdo analiticauma metodologia analitica no tratamento da
(Figuras 11 e 12). Ao contrario do que acontecgariavel tempo. O Método Numérico-Analitico
quando extrapolamos as curvas em relacdo @WINA) é uma nova metodologia proposta para
tempo, nesse caso iremos obter os valores @gterminacdo da curva de transporte de
concentragdo inicial e atingimos assim o estadgontaminante em uma dimensdo. Os resultados
permanente (Figuras 06, 07, 08 e 09). obtidos com a MNA e comparados ao Método
Os trabalhos de Castro (1997, 1998Hos Elementos Finitos e a Solugdo Analitica da
mostram a aplicacéo da Metodologia Numeéricoequacéo de transporte de contaminantes validam
Analitica para solucdo de problemas transientes metodologia apresentada.
de percolagdo de agua em uma coluna de solo A metodologia Numérico-Analitica associa a
composta por trés tipos de solo. Os resultados @@rsatilidade dos métodos numéricos tradicionais
variagdo da carga hidraulica no tempo mostraragle acomodar condicdes de contorno com
a existéncia de uma diferenca consideravel entgometrias de dominios complexos, meios
a metodologia numérico-analitica e o I’eSU|tadQeterogéneos e anisotropicos com a garantia de
obtido por Istok (1989) para o mesmo problema. convergéncia e estabilidade das solugdes
normalmente encontradas nos métodos
analiticos. Pelo exposto, a ferramenta numeérico-
analitica € adequada e confidvel quando se esta
de posse de um método numérico que resolva
corretamente as equacOes diferenciais, e de um
modelo  matematico que represente com
fidelidade o fenébmeno fisico.
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